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Sit. 
Einleitung. 


Reye behandelt im 21. Vortrage der 2. Abteilung seiner Geo- 
metrie der Lage*) einen speziellen Tetraederkomplex, welcher durch 
die Geraden gebildet wird, die auf ibren Polargeraden hinsichtlich 
einer F, senkrecht stehen. Reye nennt die Geraden dieses Kom- 
plexes „Axen der F,“ und zeigt, dass sie nichts anderes sind 
als die Lote von allen Punkten auf ihre Polarebenen. Der 23. Vor- 
trag des erwähnten Werkes beschäftigt sich dann weiter mit den 
Fusspunkten der Axen, d. h. ihren Durchschnittspunkten mit den 
zugehörigen Polarebenen. Dabei wird im Verlaufe des Vortrages 
der Satz ausgesprochen: „die Fusspunkte aller durch einen beliebigen 
Punkt P gehenden Axen liegen auf einer Raumkurve, welche aus 
P durch eine Kegelfläche zweiter Ordnung projiziert wird ..... 
den Beweis, dass diese Kurve von der 5. Ordnung ist, muss ich 
der Kürze wegen unterdrücken“. — Im weiteren Verlaufe definiert 
Reye jene Flächen als konfokale, welche denselben Achsenkomplex 
und dieselben Axenfusspunkte besitzen**). Ist nun @ eine Fläche 
der konfokalen Schar und a eine Normale von P an 9, a ihr 
Schnittpunkt mit 9, A die Tangentialebene in a an @, so ist a Pol 
von A und a die zu A gehörige Axe bezüglich und somit bezüg- 
lich aller Flächen der konfokalen Schar. 

Also gehören alle Normalen von P an die Flächen der kon- 
fokalen Schar zum Axenkomplex derselben. Daraus ergibt sich, 
wie auch Reye des weiteren (Seite 190) erwähnt, dass der Ort 
der Fusspunkte der durch P gehenden Axen einer F, 
zugleich Ort der Fusspunkte der durch P an die Schar 
der zu F, Konfokalen gelegten Normalen ist. 

Diese Raumkurve, welche im Folgenden genauer untersucht 
werden soll, hat Darboux gelegentlich der Diskussion einer Fläche 


*) Zweite Auflage, Hannover, Karl Rümpler, 1880. 

**) Wenn man von der Definition der konfokalen Flächen, wie sie die 
analytische Geometrie aufstellt, ausgeht, so findet sich, (vide z. B, Salmon-Fiedler, 
analytische Geometrie des Raumes, 1. Teil, 3. Aufl., Nr. 167) dass alle Pole einer 
Ebene A bezüglich einer Schar konfokaler Flächen % in einem Lote zu dieser Ebene 
liegen. Sind nun a, und a, die Pole von A bezüglich 9, und Ps, so ist für die 
beiden Flächen aa, das Lot vom Pol auf die Polare, d, h. eine Axe, und der 
Schnittpunkt « von a,as mit A ist für beide Flächen Axenfusspunkt. 
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5. Ordnung, deren Doppelkurve sie ist, bereits kurz erwähnt und 
ihre Gleichung aufgestellt *). 


59. 
Gleichungen der Kurve. 


Da wir wissen, dass Axenkomplex und Fusspunkte für jede 
Fläche der konfokalen Schar dieselben sind, so wählen wir zur 
Bildung der nötigen Gleichungen diejenige Fläche, deren Parameter 
o ist und die demzufolge die einfachste Gleichung hat. 


Sei ferner P der’ Anfang der Koordinaten und seien die Koordi- 
natenebenen parallel zu den Symmetrieebenen der F, gewählt, so ist 
deren Gleichung: 


U=a,x%”-+ 297° 2352” 28,,x + 28,,y + 23,242, = 0 
Die Polarebene eines Punktes a, ß, y, ist: 
(A410 a8 + (AB + au)y 4 (As5Y + A5ı)Z 
aa aß + auY ta 0 
Die Senkrechte durch den Pol auf die Polarebene ist: 
A N re ae 


aa ta Ay an 
Damit diese Gerade durch den Anfang P gehe, muss sein: 
aa, aa; MBuanßtau; AY—ayY- au 


4,4 ner Ayy Azy 


At 3 A— Ag A— Ays 


Daraus erhalten wir für die Polarebenen und ihre Axen die 
Gleichungen: 


2 
Aay4 x. Ay, yo Az, z «LE Ei 
92 
a a“ 
24 34 
a =) 
- A— 399 Fr A— 2,5 a 44 


*) bulletin des sciences mathematiques, t. 2, 1871, pag. 40. 


NEE N Ara 


Aus dem Gleichungssysteme 


X ra =, —8 aa leer = 
Px-+4y-+ PtgQ-+r 
X % „84 

—— — Zah 0%. AToleh: — 
p q - Tp+e+r 
RER Z RE up — sr 

p r aa 

Schreiben wir zur Abkürzung i = X — a;;, so erhalten wir 


demzufolge als Gleichungen unserer Kurve: 
4 EN RER ENORLLERS 39 + & a,,°.22.33 


A De DAN 
Re a Me 
oe a N PA) 
— ı u nn o (A) wobei @ (A) den gemeinsamen Faktor 


von x, y und z bedeutet. 


Unsere Kurve gehört also zu den unikursalen;”) sie ist vom 
Geschlechte Null; der Anfangspunkt der Koordinaten ist ein wirk- 
licher dreifacher und ein scheinbarer vierfacher Punkt, welcher 
4.38 
12 
malzahl der Doppelpunkte, welche eine Kurve 5. Ordnung haben 
kann, daher hat sie ausser dem Anfang keinen Doppelpunkt und 
keine Spitze mehr. 

Aus den im Salmon**) angeführten Entwicklungen, so wie aus 
den Plücker-Cayley’schen Gleichungen®“*) ergeben sich die 
Charaktere unserer Kurve: 

Ordnung: 5 

Klasse: 8 
Zahl der scheinbaren Doppelpunkte: 6 
Zahl der Spitzen: 0 
Zahl der stationären Ebenen: 8 
Klasse der oskulierenden Developpablen: 9 


— 6 Doppelpunkten äquivalent ist, 6 ist zugleich die Maxi- 


*) Die unikursalen ebenen Kurven werden behandelt von Clebsch in 
Crelle’s Journal Nr. 64 Seite 44 und 210; die unikursalen Raumkurven be- 
spricht Korndörfer in den mathematischen Annalen Nr. 3 Seite 415; ferner 
erwähnt Salmon-Fiedler, Raumgeometrie Seite 111 des 2. Teiles 3. Auflage, wie 
die Charaktere rationaler Raumkurven durch das Prinzip der eindeutigen alge- 
braischen Korrespondenz geometrisch abgeieitet werden können, 


**) Raumgeometrie 2. Teil, S. 111 und 145. 


| **#) ÖCremona Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen in 
synthetischer Behandlung. Berlin 1870, Seite 9—11, 
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Zahl der Geraden in einer Ebene, durch welche zwei Tangenten- 
ebenen an die Developpable gehen: 20 

Zahl der Punkte in einer Ebene, durch welche 2 Generatrixen der 
Developpablen gehen; 16 

Zahl der stationären Generatrixen: 0 

Zahl der Ebenen durch einen Punkt, welche zwei nichtbenachbarte 
Tangenten der Kurve enthalten: 12. 


8 3. 
Diskussion der Kurve aus ihren Gleichungen. 
Es ist also gegeben: 


1) x = \ 5 
> au.11.22 08 Fo. a,.1,22 35 
Ba, We I a2, 22°33° 
en, 1 28 u 
3.) — 2 — N 5 


Die Funktion f hat stets 3 reelle Wurzeln, denn sei 
Ayg < Agg < a, (mit Berücksichtigung des Vorzeichens dieser 
Grössen) und eg eine unendlich kleine Grösse; sei ferner 


t=11,08)} en 
oder w=a, + ———— + a —— 
T en Kern. A— Ay, 


Tr dee 
so erhalten wir folgende en Werte von A und w: 


für X gleich a, —e wirdw neg 


„ Agg ” Ga: 


a 


a°z, 
mE 


” Ag, — m a Null 

3 Ag —E Mr negativ 
Ass Fe 

FR} ” = oo 

” A992 Ne € ” positiv 

a a9--n „Nu 

a a —E 5 negatıv 
a u 

„ 11 ” ER oo 

e ur — £E positiv 


oo erhält w "das Vorzeichen von a4 


N 


Also muss w noch eine dritte Wurzel entweder grösser als 
a,, oder kleiner als a3, besitzen. f hat die nämlichen Wurzeln wie 
w, weil 11.22.33.w zu Null wird, wenn w zu Null wird. (Für 
i11=o istw=00, daher 11.w von Null verschieden etc.) Es 
liegen also die stets reellen Wurzeln von f so, dass sie durch as3, 
Aga, 1, von einander getrennt werden. 

Daraus ergibt sich, dass der Anfangspunkt P ein reeller drei- 
facher Punkt der Kurve“) ist und weil derselbe in bezug auf die F,, 
welche unserer Aufgabe zu Grunde liegt, ganz willkürlich ist, so 
ergibt sich zugleich, dass jeder Punkt im Raume Fusspunkt von 
3 Axen ist”. Der Axenkegel, auf welchem unsere Kurve liegt, 
wird aus den Gleichungen 
4.) Betr, ei A — 9 Em AT Aug „ 

24 924 A34 
des vorigen Paragraphen durch Elimination von X gefunden: 
Azılaıı — Ag2)XY + &ı4(Agg — A33)yZ —- A,,(A33 — 211)2X = 0 

Betrachten wir die Tangenten der Kurve im Anfangspunkte, 

Legen wir in 4.) dem X alle möglichen Werte bei, so erhalten 
wir alle Geraden (— alle Axen) durch den Anfang, welche unsere Kurve 
ausserhalb des Anfangs nochmals schneiden, ferner erhalten wir 
jeden Schnittpunkt, wenn wir den jeweiligen Wert von X in die 
Gleichungen 1—3 einsetzen. 

Lassen wir X alle Werte von — oo bis -- oo durchlaufen, so 
fällt dieser Punkt so oft mit dem Anfange zusammen, als X einen 
Wurzelwert von f erhält. Daher bekommen wir die Gleichungen der 
3 Tangenten im Anfange, wenn wir in den Gleichungen (4.) für A 
je eine Wurzel von f=o einsetzen. Der Winkel dieser Tangenten 
muss nach Reye*) ein rechter sein. 

Analytisch zeigt sich dies folgendermassen: 

‚Sind X, und X, zwei za von f, so ist: 


& 2 
tn tn a m 
Aa” = 
A — &ı ee Ber He a Sr 


Durch Subtraktion und Vereihieun der untereinander stehenden 
Glieder folgt: 


VE LE RTERE er 
( N) | Au — a) fo — u) 0, — Ag2) (A 


99) 


Az4” 
u un = 0 
un 933) (Ag — As5) | 
wobei X, — A, von Null verschieden ist. 


*) Reye Seite 181, 183, 
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Die Bedingung aber, dass die Geraden: 


A — 21 um N ds 
214 en, u Azı 
ee y- Me, ua) ee 
a4 A94 Az4 
stehen, ist: 
94 A14 E 994 y A924 = A34 434 
Kr der al A1— a9 A — Ay A — gg Ag — As 
0 


und diese ist, wie wir oben sahen, thatsächlich erfüllt, wenn X, und X 
Wurzeln von f sind. 
Also stehen alle 3 Tangenten im Anfange auf einander senk- 
recht, ‚jeder Punkt im Raum ist Fusspunkt von 3 zu einander senk- 
rechten Axen. 
Die Kurve hat nur einen unendlich fernen Punkt für A=0. 
Die Axe durch denselben ist: 


411 499 Az3 
— X —yz= -7zZ 


Mu Ay A34 
Dieselbe geht durch den Pol der unendlich fernen Ebene, 


914 A924 a 
x yo 20 gg. welcher das Zu 
a 


211 A929 33 
F%, ist. 
Betrachten wir die Schnittpunkte der Koordinaten - Ebenen 
und Koordinaten-Axen mit der Kurve. 


Die Ebene x = o schneidet die Kurve in den Punkten 
a 
x — 0, 2—0, ya (A = a9) 
499 
x 0,270, 2 = — 34 (A = 3,;) 
as . 
(und ausserdem noch dreimal im Anfange.) 
Ebenso folgt, dass auch y = 0, 2=0, x —= — = (A=4,,) 
11 


ein Kurvenpunkt ist. 

Also sind auch die drei zu den Hauptaxen der F, parallelen 
Geraden Axen der Fläche und es folgt, dass jede Senkrechte auf 
eine Symmetrieebene eine Axe der F, und ihr Durchschnitt mit 
der Symmetrieebene ihr Fusspunkt ist. Dies erhellt geometrisch 
aus den Eigenschaften des Tetraederkomplexes, sowie daraus, dass 
eine Senkrechte auf eine Symmetrieebene durch deren (unendlich 
fernen) Pol geht. 

Erwähnen wir nun weiter die Durchschnitte der Symmetrie- 
ebenen mit der Kurve. 


HN Age 


Die Symmetrieebene parallel zur YZ Ebene hat die Gleichung 
41% + au = 0 

Setzen wir den Wert für x aus der Kurvengleichung 1.) ein, 
so erhalten wir: 

Aa .22.23.(11.22.35 + a}, 22.33) — a, ALa,,. 22°.33° 
=— 0 

Diese Gleichung hat 5 Wurzeln X, durch deren Einsetzung 
in die Gleichungen 1—3 man die 5 Schnittpunkte der Kurve mit 
der Ebene erhält. 

Eine dieser Wurzeln ist X — a,ı = 0 die anderen enthält der 
Ausdruck: 

(ayı Aıı — au) 22? . 33° 4 2,1 a%ı . 22. 33° 7X 2102028 
— 11.X(a 22,33? -+ a%, 22°) — 0 

Sei a einer dieser 4 Punkte und a die zugehörige Axe, so 
gibt es durch a eine F, der konfokalen Schar, deren Tangenten- 
ebene in a senkrecht auf a steht, aber auch senkrecht auf der 
Symmetrieebene stehen müsste, weil alle konfokalen Flächen die 
(gemeinsamen) Symmetrieebenen senkrecht durchschneiden. Daher 
können diese Punkte nicht auf einer wirklichen Fläche der Schar, 
sondern sie müssen auf einem Fokalkegelschnitte liegen *). Eine Aus- 
nahme macht nur derjenige Punkt, in welchem die Symmetrieebene 
von der zu ihr senkrechten Koordinaten-Axe geschnitten wird, für 
diesen Punkt ist die Symmetrieebene selbst die durch ihn hindurch- 
gehende Fläche der konfokalen Schar. 

Also folgt: 

Jede Symmetrieebene wird von unserer Kurvein 
der zu ihr senkrechten Koordinatenaxe und in vier 
Punkten der Fokalkurve getroffen. 

Wir wollen jetzt noch einiges über die en der Asymp- 
totengleichungen angeben. 

Sei ax By--yz+ do irgend eine Ebene, so erhält man 
durch Einsetzung der Ausdrücke für x, y, z die Schnittpunkte der 
Kurve mit der Ebene bestimmt durch eine Gleichung 

bi? + bb + bb? + bb” + bA + bb = 0 

Dabei sind die b homogene lineare Funktionen von a, B, Y, ; 

z. B. findet sich: 


bo au H Auduß + Auaıy — Zatı . © 
b, Aıdlla9g — as|m —+ a92A35n) 

auplaıı 4 a;]|m + 2125 n) 

azıY(laıı 4 Alm —+ Aıagn) 

0 Zarıy afgs a’ 


PN N 


*) Ueber die Bedeutung der Fokalkurven im Komplexe siehe $ 5 und 6. 
2 


N REN ER ER NIEEN I TEEN N 
n DER a Te 
$ by “ur, IN 


BL a 
LE, DIRT, A94 m, 
b, = x ns = - et 
A1 a 
Ferner 0b es Ayı 11 A992 dag Sa I 3% d99 Asg 
EIER 3 a2 2 


Wenn nun eine Ebene im Punkte X = 0 dreipunktig berührt, 
und ihre anderen zwei Schnittpunkte durch A!’ -- rX + s bestimmt 
sind, so muss sein: 

x - T\* — s\d = b,A? & BUN: =, bei: b,X? - b,X — b; 

Also ergibt sich a, B, y, © aus: 

Kselebr oh. en 

Oder esist auch die Gleichung der Asymptotenebene die a 
a gesetzte Determinante desSystems xa I yB-+zYy ar I = 

ee. =.o0 

Die Punkte der Asymptotenebene erfüllen die N .. 

axi-,py aaa 
und b; = 


a Ay4 Ag4 
Be rel) 
5 ei en 


er A992 


Daher kann ihre Gleichung in die Form werden: 
a a a 
et.) Beh) 

Daraus folgt, dass die Asymptotenebene zur Verbindungslinie 
des Anfangs mit dem Zentrum der Flächen parallel ist. 

Setzt man y == o, so erhält man durch Elimination von a, ß, OÖ 
au ax TßfyTdeo bo u — 0 de Gear 
durch die Asymptote gelegten Lotebene auf die XY Ebene, in 
anologer Weise findet man die übrigen Projektionen der Asymptote 
auf die Koordinatenebenen. 

Nun können wir den Verlauf der Kurve etwas genauer ver- 
folgen. 

Da dieselbe keine Unterbrechung der Stetigkeit, ausserhalb 
des Anfangs keinen vielfachen Punkt und nur einen unendlich 
fernen Punkt besitzt, so muss sie um den Anfang zwei Schleifen 
bilden, die einander ausserhalb des Anfangs nicht schneiden; die 
drei Zweige der Schleifen durchschneiden im Anfangspunkte einander 
rechtwinklig. Da die drei Koordinaten firX\ = —eundd\ = -e 
verschiedene Vorzeichen haben, so erstrecken sich die Zweige der 
Kurve in 2 Scheiteloktanten ins Unendliche. Während X aus —- co 
in — oo übergeht, bleibt die Kurve stetig im Endlichen in irgend 
einem Oktanten. 

Die drei Punkte X,} As, As, für f A) = 0, welche im Anfange 
liegen und die drei Punkte A\ = a,.,, x = a, y- 2. 0 A 
yehbzexeoleosn zo zeyapcııa 


SE 


ander und jede Koordinate ändert beim Durchgange durch Null ihr 
Zeichen. Nennen wir P die drei Punkte im Anfange und p die 
drei Punkte a,,, Ass, Ay, und w den unendlich fernen Punkt der 
Kurve, so können wir diese 7 Punkte also anordnen: 


P 
0 “ Der im Endlichen gelegene Punkt X —= © 
P, liegt entweder zwischen ® und P,, oder 
P3 zwischen & und ps 
P, Pa 


Wir wollen 4 Oktanten mit römischen und die Scheiteloktanten 
mit den entsprechenden arabischen Ziffern bezeichnen und annehmen, 
dass der die Kurve durchlaufende Punkt auf dem Wege von 
nach p; im Oktanten I laufe. 


(Anmerkung. Die Oktanten und die Punkte p sind auf Figur I 
verzeichnet; von der Kurve selbst lässt sich kein anschauliches Bild 


entwerfen.) 


Dann läuft der Punkt 


von®o bs p; in I 
bei p; durch Z nach III 
” P; ” Ö ” B) 
BI es RR 
” P, ” Ö ” 4 
N Pı ” x ” I 
” P, ” OÖ ” 1 

© » oo N I 


Jede Schleife liegt in 2 Oktanten und schneidet eine Koordi- 
naten Axe; zwei Oktanten enthalten keinen Teil der Kurve, ein 
Oktant wird zweimal, die übrigen werden je einmal von ihr durch- 
zogen. 
Nun betrachten wir die speziellen Fälle a) für die Lage des 
Punktes P, b) für die besonderen Formen der Fy. 


I. Liegt O auf der F,, so ist a, —= 0; in diesem Falle finden 
keine Besonderheiten statt; es hat die Funktion f eine Wurzel 
A — 00, die anderen zwei Wurzeln hängen von einer quadratischen 


Gleichung ab, daher vereinfachen sich jene Formeln, welche von a, 
oder einer Wurzel von f abhängen. So werden z. B. die Gleich- 
ungen der Tangente im Anfange an jenem Zweig, für welchen 
N == 00-1st: 

ER 

A14 d24 A34 


ya 


If. Wenn Pin einer Symmetrieebene liegt, so ist z. B. a3, — 0 
(wenn nämlich die XY Ebene diese Symmetrieebene ist) dann wird 
z — 0, die Kurve liegt ganz in der XY Ebene. Dies ist auch 
geometrisch evident. Denn jeder Komplexkegel, dessen Spitze in 
einer Hauptebene seines Tetraederkomplexes liegt, zerfällt in zwei 
Strahlenbüschel erster Ordnung, von denen das eine in der Haupt- 
ebene liegt, und die Ebene des zweiten durch den der Hauptebene 
gegenüberliegenden Hauptpunkt geht. Wenn aber Axen in einer 
Ebene liegen, so müssen auch deren Fusspunkte in dieser Ebene 
enthalten sein. 

Es wird also z=o und die Gleichungen für x und y ver- 
wandeln sich durch Reduktion mit (\— 435)” in: 


ea 44 (\—a35) > 244 A—21)N— Age) + a’ N—ag) + a N) 
A aa A— Ag)” + a A— 2,1)” 
=y en 
Diese Kurve 3. Ordnung hat einen Doppelpunkt im Anfange, 
ist von der 4. Klasse, hat 3 Inflexionspunkte und einen unendlich 
fernen. 


Die Tangenten im Anfange erhalten wir, wenn wir in den 
Gleichungen des allgemeinen Falles z und a,, gleich Null setzen: 
(vide Seite 7). 


N ae A — 299 y: ATTags, OÖ 
ee Vi Sen 


A14 Ayı 4 0 
94 Ra 
oder auch: — x = dabei muss für X eine Wurzel von 
A— 299 ner 
ara a’ 
A14 SORNITEL, Hal 
Eee 


genommen werden. 
Sind A, und X, diese zwei Wurzeln, so muss für die Ortho- 
sonalität der Tangenten die Bedingung erfüllt sein: 
a°yy ae a’gı 
(A — 211) Ag — 1) (Aı — 433) (Ag — A39) 
Dieses findet aber wirklich statt, wie sich durch Subtraktion 
der Gleichungen: 


el) 


I Au 0 
A — &ı A) — 999 
2 
a 14 a 
u ee 
44 
A) — 21 Ag — Age 


von einander ergibt. 


A 


Die Gleichung der Asymptote findet sich folgendermassen : 
Die Gerade ax + By — d — o schneidet unsere Kurve in 
den Punkten X, welche durch die Wurzeln der Gleichung 
b,A® + b,A? bi — b; = 0 bestimmt sind. Dabei sind die 


b homogene lineare Funktionen von a, ß, d; z, B.: 


a a 
Diez (De — u.) RE 
a1 A92 
b, = 2,44(a9an — m) — ayußlaın — m) — d. Zatıya?e 
m= —ayaıdgaa + Latıas 
n = a,, (ıı 4 29) — Zafıı 


Für die Asymptote nun ist eine doppelte Wurzel X —= 0 vor- 
handen, daher ist die Gleichung der Asymptote die gleich Null 
gesetzte Determinante des Systems: 


ax ßfyrd= 0; b=1,b—0 

Die soeben betrachtete Kurve enthält nur die Fusspunkte jener 
Axen, welche in einer der beiden singulären Ebenen durch P, 
nämlich in der Symmetrieebene liegen; die Fusspunkte der Axen 
in der zweiten singulären Ebene durch P, (welche durch den unend- 
lich fernen Pol der Symmetrieebene, nämlich den 4ten Hauptpunkt 
des Komplexes geht und daher auf der Symmetrieebene senkrecht 
steht,) finden wir durch eine von vorne beginnende Diskussion un- 
seres speziellen Falles: 


Für a,, = 0 ist die Polarebene des Punktes a, ß, Y: 
4) a 7a) X + (Aeß + 3) + AsYz 
24% — au Aa — 0 
Die Axe durch a, ß, y ist: 
5) x— 0 a Y—B ERDE T 
"Ad —+ a Ag5P — 294 AzzY 


und wenn diese Gerade durch den Anfang geht, so ist: 


6.)Aa = aıa + Au; AB = anß + au; Ay a3,Y 
Die letzte der Gleichungen 6.) ist erfüllt für y = o. Dann 


verschwindet in 4.) das Glied a,,yz, in 5.) muss ——- und 
33 
somit zo sein, und wir erhalten die bereits betrachtete Kurve in 
der XY Ebene. | 
Die Gleichung Ay ==a,,y ist auch erfüllt für A==a,,, y beliebig. 
Dann sind die Koordinaten der Pole, deren Axen durch den Anfang 
gehen: 


= —!— ß— ALTEN], y beliebig. 


3ER 
Ay; —— 41 Ayg 22 


BEE 1 ES 


Diese Pole liegen also alle in einer Parallelen zur ZAxe; daher 
liegen alle Axen und der gesuchte zweite Zweig der Fusspunktkurve 
in der Ebene, welche durch den Punkt P und die erwähnte Parallele 
bestimmt ist. | 

Wenn wir\— a,, setzen und die Werte aus 6) in 4.) und 5.) 
einführen, aber die kürzeren Bezeichnungen a und ß beibehalten, so 
werden die Gleichungen unseres Kurvenzweiges: 


)ax +ßytyz tm=o 


m— 4 + EIN SE 


da [33 % a 3 2 


[5757 2 


X 
ee en 
ur 
Setzen wir aus 8.) die Werte von y und y in 7,) ein, so erhalten 
wir die Projektion der Kurve auf die XZ Ebene: 


9) (a +) +02 am —=o 
2 


; liegt, so wählen wir diese 


Da die Kurve in der Ebene -— -— 
a 


als neue XZ Ebene. 
Dann verhält sich das neue X zum alten x wie: 


X 1 : 
ne TR 
X cos U 


a Sn daher: 
ax 
(a? BP); 
wir die Gleichung der Kurve in ihrer Ebene: 
m X 
a: 2° (2 Be 
ar u N; (ci — B®) 


Also folgt: 


Die Fusspunkte der Normalen an eine Schar konfokaler Flächen 
durch einen Punkt P einer Symmetrieebene verteilen sich: 

1.) Aufeine Kurve 3. Ordnung in dieser Symmetrieebene, mit einem 
Doppelpunkt, _ 

2.) Auf einen Kreis in einer Ebene senkrecht zu dieser Symme- 
trieebene; derselbe durchschneidet in P die Symmetrieebene 
senkrecht. (Wenn wir P als dreifachen Punkt der Gesamtkurve 
betrachten, so stehen auch in diesem speziellen Falle die 3 Tan- 
genten in P auf einander senkrecht.) 


III. Liegt P auf einer Hauptaxe der Flächen, wird also z.B. 
A, = a, —= 0, so-werden die Gleichungen der umikursalen Kurve: 


BEN 008 7 setzen wir dies in 9.) ein, so erhalten 


N GE 


A nt > ua Kandn am 24 OR re, 
A Eee ! 
also reduziert sich dieselbe auf die X Axe. 
(Es ist geometrisch evident, dass jeder Punkt einer Hauptaxe 
als Axenfusspunkt betrachtet werden kann.) 
Um die andern Zweige zu finden, gehen wir wieder von den 
ursprünglichen Gleichungen der Polarebenen und der Axen aus: 


(A + U) X aeßPy-t As YZ2 + Aut Hau >= 0 
a N AN 


EVER Du ar os Pu Do dust 
Aa a, ran AB=as.B Ay aaY: 
Diese Gleichungen werden erfüllt: 
1.) durch ß= y = o, woraus der Kurvenzweig z —=y == o folgt, 
DENT EN en, 
SEANLONER Bea. aß. 
Im zweiten Falle ergibt sich: 


a 
= 12 y=0o, ß unbestimmt, z = o. 


Ayo 41 


Dies in obige Gleichungen einsetzend, erhält man: 


ad. 2,0% 
Re er ” Eu 
Bu, Ar A 
eg 
Sa En 2 243. zo 9 oder kürzer: 
%ı ’ 
14 B 
x 
ee a 


Durch Elimination von ß folgt: 


+ y’- == 0; Rt, 


Der zweite Kurvenzweig ist also ein Kreis in der XY Ebene, 
der die YAxe im Anfange berührt. Da für den dritten Zweig 
analoges gelten muss, so folgt: 

Die Fusspunkte der durch einen Punkt P einer Hauptaxe an 
eine Schar konfokaler Flächen gehenden Normalen verteilen sich 
auf je einen Kreis in jeder der Symmetrieebenen, welche die Haupt- 
axe als gemeinsamen Durchmesser haben und sich in P schneiden. 

IV. Ist P Mittelpunkt der F, selbst, so folgt aus den ursprüng- 
lichen Gleichungen : 


a1aX — Agßy + a3yz a, = 0 
a em SON 
e; 


EEE RER 21% AB—agp, Ay Ay 
41,4 RPPI=) AggY 


ale 


also entweder a=ß=Y=0,x%,y,z unbestimmt, dann folgt weiter 
a,,—0, d.h. jeder Punkt der unendlich fernen Ebene kann als 
Kurvenpunkt betrachtet werden. 
Oder A\=3,,, B=Y>==0, dann muss „== zo sem, dam 
— endliche Werte annehmen kann. 
11 

Es ist also die X Axe und analog die Y und die ZAxe als 
Kurvenzweig zu betrachten. 

V. Wenn P ins Unendliche rückt, so wissen wir im voraus, 
dass die Kurve eben wird. 

Denn wenn alle zu betrachtenden Axen einander parallel sind, 
so werden auch die auf ihnen senkrecht stehenden Polarebenen 
einander parallel; da also letztere sich in einer (unendlich fernen) 
Geraden schneiden, so liegen ihre Pole alle auf einer Geraden; 
daher liegen alle Axen, welche diese letztere Gerade (die ein Durch- 
messer ist,) schneiden und einander parallel sind, zusamt ihrer Fuss- 
punktkurve in einer Durchmesserebene. 

Sei der Mittelpunkt der F, Anfangspunkt der Koordinaten 
und seien u, v, zw die Richtungskosinus der zu betrachtenden Axen. 

Die Gleichung der Fläche ist: 

)a® by?’ +-c?--1=o 
Die Polarebene von a, ß, y ist: 
8) aax -bßy—+cyz--1=o 
Die Gleichungen der Axen durch a, ß, y sind: 
AT, 2 VB er 
Mean bs. 02 ey 
Für alle einander parallelen Axen ist: 
10.) aa>=Ku bB — ky eye 
Durch Substitution von 10.) in 8.) und 9.) folgt: 


1)ux-vytnz 4 = es 
» 1 y 1 z 1 


kurs ıcky book C 
oder 


12) vx — uy = kvum | m= 


| 


13.) ax — un = kunn | n 


Aus 12.) und 15.) folgt weiter: 
14.) 42 am, 
”"k Nx—uy  nx-—uaz 


Eh 


Aus 11.) und 14.) folgen als Gleichungen unserer Kurve: 
15.) uvx? + (v?’ — xy — uvy’ + vnızx — unzy + uvm = 0 
N en 
16.) N „>= ;p=im = 5 
Um die wahre Gestalt unserer Kurve, welche ein Kegelschnitt _ 
in der Ebene (16) ist, zu finden, suchen wir den Winkel zwischen 
den Asymptoten zu bestimmen. 
Schreiben wir 15.) und 16.) in der Form: 
I)ax+ßy=z I.)x"-+taxy— y’+bxz+-cyz+d= o, 
so ist III) x — axy — y’+bxy-+t cyz=o 
die Gleichung des zur Fläche Il.) gehörigen Asymptotenkegels. 


(Anmerkung. Die Buchstaben a, b, c, a, ßB, in I bis III) sind 
von den Koeffizienten in 7.) — 9.) wesentlich verschieden.) 


Substituieren wir den Wert von z aus I.) in III.), so folgt: 
IV.) x®(I+ab) Hxya + Bb+ao) — y{l— Bo) = o, 
welches Ebenenpaar durch den Schnitt von I.) und III.) hindurch- 
geht und daher auch die Asymptoten des durch I.) und II.) be- 
stimmten Kegelschnittes enthält. 

Da diese Asymptoten auch in der Ebene I.) liegen, so erhalten 
wir deren Gleichungen, wenn wir IV.)in die Faktoren op x-+- oy 
und p'x + o’y zerlegen, wie folgt: 


px+0y=o PISere Ye 
arena az Py— 


) x 
£ oder in anderer Form: 


Me 2 Inder NER NE 
6) a © a0 — Bp 0% — p’ a0’ — Bp’ 
Der Winkel dieser Asymptoten ist bestimmt durch: 
cos d — sa-tpp-+ (ao— PBp) (a — BP) 


vl+p+(ao— BP)’ x vloe®+p® (ao — BP] 
Der Zähler von cos d kann geschrieben werden: 
VIo0 (1 a) +ppP (1 + PB) — ap EP'+Pp eo) 
Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich VI. in: 
VILab+Bc—aßa— a? BR? 


Nun entnehmen wir aus 15.) und 16.) die Werte von 


7 an 
aBa,b,e: u nn 
RR AN u Ye 


Ne 


Durch dieselben wird VII zu: 


ur a a 
ae m v? ın uvm? In EN e rn? 12 n m" Ne 
"= pm , om pn a! pa p° | nt 
m? u? van u? y2 u2 vef 
n° | | | | 
em (% >) Im —n— »N Nun ist aber (vide bei 12): 


\ aa FL END. 1 >) 
ge Bere UN (20) Fre — (en 


ZEN), 
Also ist die betrachtete Kurve eine gleichseitige Hyperbel. 
Bei Benützung der geometrisch a priori erkannten T'hatsache, 
dass die Kurve in einer Durchmesserebene liegt, kommen wir zu 
obigen Resultate viel kürzer. Wir wählen nämlich dann 3 zu ein- 
ander senkrechte Durchmesserebenen zu Koordinatenebenen, und jenen 
Durchmesser als Y Axe, welchem die zu betrachtenden Axen parallel 
sind, ferner jene Ebene als X YEbene, in welcher die Kurve liegt. 
Dann sind zwar die Koeffizienten der F, nicht vollständig unab- 
hängig von einander, sondern durch den gewählten unendlich fernen 
Punkt beeinflusst, aber jedenfalls ist F, von der Form: 
18.) 211 X 4 225 xy-+ a» Y’+ 2013 xz + 23, yZ-t 2; 2° 
— Ay —= 0 
Die Polarebene des Punktes a, B, o ist: 
19.) Au + Aa2ß) <+ (a a + aß) y+ (as a + aß) z 
+4 =0 
Wir betrachten nun nur solche Punkte a, ß, 0, durch welche 
Axen parallel der YAxe gehen, und deren Polarebenen demzufolge 
parallel der X Z Ebene sind; für dieselbe muss daher sein: 


) 2,4 aaß = 0 
454 + AB = 0 
Hieraus folgt die Bedingung, der die Koeffizienten von 18.) 
unterworfen: sind, nämlich a] Ag3 — Ag &ı3 — 0 


Die Gleichungen der Polarebenen und der Axen zu a, ß, o 


sind also 
’ (412% -F 9 B)y au 0 
A ee Aus 20.) ergibt sich ferner: 


By 


9 12 


AyıX 


A] 16 PER 


Indem wir 22.) und 21.) in die Gleichung der Polarebene 
substituieren, erhalten wir als Gleichung der gesuchten Kurve: 


91 999 
(&: Ari zy au —=0 


419 


Alle zu einander parallelen Axen liegen in einer Durchmesser- 
ebene und ihre Fusspunkte auf einer gleichseitigen Hyperbel, deren 
Asymptoten Durchmesser der F, sind. Dieselbe degeneriert in zwei 
Gerade x=—=0 y==o, wenn der unendlich ferne Punkt in der Rich- 
tung einer Axe liegt (a, = 0 — 3,3). 


Untersuchen wir jetzt einige spezielle Formen der Fläche. 


A. Paraboloid (a3; — 0). 


Hier werden die Gleichungen unserer Kurve: 
Aa,,.11.22 4 X(a?,,22 + a, 11) + a%,.22.11 


ER er a (ad. 22° + a%, 11°) + a%,11°22° 
f AL, 22 f 
ae LO, ARE KTIRSG 


Die Kurve hat keine wesentlich andere Form als im allge- 
meinen Falle; nur jene Ausdrücke, welche auf den unendlich fernen 
Punkt bezug haben, erfahren eine besondere Vereinfachung, denn 
für Al— 0 ist: | 

24 RS AIR 
seo, Jy- 3 =r% 
a1 A229 

Daher ist die Asymptote der Kurve parallel zur Z Axe. Alle 
zur 4 Axe parallelen Ebenen haben mit der Kurve nur 4 Punkte im 
Endlichen gemein, wie denn auch die Gleichung ax + ßBy+9=o, 
wenn man für x und y die Funktionen von X schreibt, die Form 
erhält: ;b,, A. .:%. b,=0o. Die Gleichungen der Asymptote 
sind: 4,2 — a, =0 37 —A,u>=0. 

Für die Gleichung der Asymptotenschmiegungsebene setzen wir 
b, = o b; = o und erhalten dieselbe dann als Eliminationsdeter- 
minante des Systems a.x — B.y u 2 


a a ie 
a 22 
5 e a 6 
[64 | d14 EN -- Ss m) -- B kant apa m OA (a1 —- 4395) ZOO 


m = a9 (ad + a’4) im a1 (a’gı + a°s,) —— 41 9g2 9 


FO. 


Der Verlauf der Kurve ist ähnlich, wie ım Falle der zentrischen 
Flächen; der Anfang hat drei zu einander senkrechte Tangenten und 
wird von 2 Schleifen umschlungen, die Kurve dringt in 6 Oktanten 
ein; sei z B. o < a,, <T ag und der unendlich ferne Punkt im 
ÖOktanten 1, so geht die Kurve (Figur D) 


für: A. = .86 durch oo aus 1 nach 111 
re ren durch. Ba N. 
A re Re EL. 
el) 429g —— [4 ” B ” IV ” 4 
für. A! 3.886 durch Y aus 4 nach I 
für einen Wert > a 
oder nz RE | nn ne 


Betrachten wir beim Paraboloid die besonderen Lagen des 
Punktes P, so gibt es hiebei ausser der Vereinfachung der Formeln 
nur eine bemerkenswerte Aenderung, wenn nämlich P in unend- 
licher Ferne liest. Wir müssen für diesen Fall eine völlig neue 
Diskussion beginnen, weil die Deduktion Seite 16 einen Mittelpunkt 
der F, als Koordinatenanfang voraussetzte. 


Sei das Paraboloid ax? — by?2z —o, und P sei bestimmt 
durch die Richtungskosinus u, v, 7. 
Die Polare von a, ß, y ist: 
aax—+ bBßy-+z-+Yy=o; das Lot auf dieselbe: 


Ay Dr 
Ve 


damit dasselbe die verlangte 


v 
T 


Richtung habe, ist: = = a0 == bB 


Durch Substitution dieser Werte in die vorige Gleichung folgt: 


Da D 
Em TB 


Durch Elimination von y folgt, dass der gesuchte Ort eine 
Gerade ist. 


Pan 
B. Rotationsfläche (a, — 3;;). 


Bei einer Rotationsfläche ist der Axenkomplex nicht, wie im 
allgemeinen Falle, ein Tetraederkomplex, denn die unendlich vielen 
Symmetrieebenen sind alle singulär; alle Komplexkegel zerfallen in 
Strahlenbüschel erster Ordnung. Auch gehen in diesem Falle durch 
einen Punkt des Raumes nur zwei Flächen einer konfokalen Schar, 
daher ist hier im allgemeinen irgend ein Punkt P Fusspunkt von 
nur zwei Normalen resp. zwei Axen. 


Wählen wir die durch P gehende Parallele zur Rotationsaxe der 
F,als YAxe und legen die XY Ebene durch das Zentrum der F,, so 
wird 440 und wir erhalten die nämlichen Gleichungen wie 
Seite 11. Daher wird unsere Kurve wieder eine Kurve mit Doppel- 
punkt in der durch P und die Rotationsaxe bestimmten Symmetrie- 
ebene, analog wie Seite 14; aber ein zweiter Zweig der Kurve 
existiert nicht mehr; denn derselbe würde sich aus den Gleichungen 
Seite 13, Nr. 6 bestimmen: 


Ida = 2310 a4 AB = anß-+ au NY = 3Y 
Tr DeNoDIe N .N) 95 a alN0 0. 


D. h. dieser Zweig könnte nur existieren, wenn P auf der 
Rotationsaxe läge; dann werden aber die Gleichungen des ersten 
Zweiges zu: y=fl) x=z==o, d.h. die Kurve degeneriert in die 
Rotationsaxe. 


In diesem Falle wird ferner a willkürlich, y willkürlich, 


Br _ 24 _ liminiert man a und y mit Hilfe der Gleichungen 
4,1 —dgg 


der Polarebenen und der Axen, nämlich: 


a1ax + (aß + 24)y + aıYz + aß +a,u=o0 
en an BER ph _? X go findet man, dass 
4, % agaß-7 Agı AıY 


man die Punkte der Kugel 
x? = y? =b 2 Je A’94 + en ze) 295) an 
24 %11 
als Axenfusspunkte betrachten kann. 


Die übrigen speziellen Fälle bieten um so weniger Interesse, 
je mehr sich die polaren Eigenschaften der besonderen Flächen 
modifizieren und somit auch der Axenkomplex in einzelne Gerade 
sich auflöst; dieselben sollen daher hier nicht weiter erörtert werden. 


sa 


Von den Flächen, auf welchen die Kurve liegt. 


Setzen wir in den Gleichungen der Polarebene und der Axen 


statt n: kürzer x also statt x x.a,., ebenso statt, kürzer y 
etc., so erhalten wir zur Bestimmung unserer Flächen: 
1), re + 2°, an + 2°, FE + u =0 
2. und 3.) A—aı)% = A— 39) = (A— 235)2 

Aus 2) und 3.) folgt: 


A HR) Au img deze 


x—Yy x—Z y—2 


Daraus folgt als Gleichung des Axenkegels 
(Aıı —Ag3)Xy + (Age — 55)yZ2 4 (As — Au1)zxX = 0 3 


Wir können nun aus 4.) für jeden der Koeffizienten von a? 4, 
94, Ag, drei Werte einsetzen und erhalten: 


Ax +1 a8 — a. xy +X—-Y um —ıa,xz x —% 
\—3, (Aıı — 3) Y (Aı — Ay) 2 


A ENT Be N 
(As — U) Y — (Ass 91) 2 


ATI 2 Bey aney Nee uf 


Are ds, (Asa — 21) X (Agg — 2As5) Z 


ee 
‚la Free) X — (Ayo — ‚As5) y’ 


I 


Diese Werte geben zu 27 Flächen Veranlassung, auf denen 
‚unsere Kurve liegt; von denselben sind neun dritter, die übrigen 
vierter Ordnung. — Wir wollen uns abgekürzt so ausdrücken: „Wir 
nehmen den Wert (p, 9, r), wenn wir aus der ersten Reihe den pten, 
aus der zweiten den gten, aus der dritten den rten in die Gleichung 1.) 


einführen.“ 


Folgende Werte führen uns dann zu Flächen dritter Ordnung: 
41,11, ,12; &1,1), 
23,2,2; 1,232; 9,21); 
(1,3, 2; 81,13; (2, 2,3). 
Wir wollen zuerst die sechs ersten Flächen mit den einfachsten 
Gleichungen betrachten, jene nämlich, deren zugehörige Werte (p, q, r) 


nur die Nenner x, y, z, enthalten, "und auf welchen demzufolge je 
eine Koordinatenaxe liegt. 


Setzen wir a; ax Z Ur} Au = Ar, ferner 


2 
a: - j Ye 
—- —— — == Ay, so wird die zum Werte (1, 1, 1) gehörige 
Akk — A 
Fläche: 
12 d X® — Aıo % xy + Ayo 4 XY® — Ay BY’ As y 2° 
7.9351 X y 2 u Aa X? — 4919 y? + Ag3ı YJ 2 


— (12 4 ası + Ası — Au) y—=0 
Von den Koeffizienten der F, kann im allgemeinen Falle nur 
jener von x y zu Null werden. 


Die übrigen 5 Flächen erhält man, wenn man die untereinander- 
stehenden Indizes in den folgenden Schematen vertauscht und dabei 
%, y, 2, als x,,.x,, x,, gelten lässt: 


215711155 IV 551 


Unsere Fläche hat also die Form: 


Oo 
ID 09 


Use, u =o°—- oo?’ y+t+oxP — sg YP-+oy27 
— Gg zz - R° —- WVP +gY2— xy 


MS 1 MR 


Die Abgeleiteten von U sind: 


U, = 3 0%? — 2 0,xy + %y? — %y2 4 2X — &y | 
U, = 4X? + 29x — 38? —+ 42? — 522— 207 -+ 2 — X 
U 202 4 0x 0 
U,= 0% — Gy? 6392 — C9Xy 
Dividiert man U, durch ass, so wird: 
e = y[23%2 — 3x -]1] 
A331 


Für: y. == 0 let. aus D, = 0:7 — 0 
"Fürry=xreofltaws ld, =o,; gez oo 


Füry = x = 0 folgt U, unabhängig von z gleich o. 


Daher sind Doppelpunkte der Fläche: 


1.) voeoyzaz oo 2, xy ao, zo ıı 


oder mit Berücksichtigung dessen, dass wir z statt = geschrieben 
34 
haben: 
Pe ee 
A33 
Der Anfangspunkt ist ein konischer Doppelpunkt, denn damit 
der Kegel ug — o in zwei Ebenen zerfalle, muss sein: 


ü = (ox+ Hy + va)@-+ my + no) 
= X? + (u ma)xy—+ (v-+ n%)xz 
+ muy?+v.(m-+- ya + vnz® 


Diese Koeffizienten mit jenen von u, in der Gleichung für 
F, verglichen, folgt: | 


1.) um, = —& 2) vn. = 0 3) mu = —G 
4) mtu).v—=& Bu DV | 
Für n=o folgt aus2.) v—=0; für v=o folgt aus2.) n=o 


oder &—=0; in beiden Fällen folgt aus 4) ga =o. Es ist aber. 


. a’ EEV \ 
im allgemeinen weder 4, = — noch >“ gleich 


A] 7 492 Agg — 41 


DR“ 


Null, daher ist der Doppelpunkt im Anfange nur dann nicht konisch, 
sondern biplanar, wenn der Punkt P in einer Symmetrieebene der 
der Aufgabe zu grunde liegenden F, sich befindet. 


Um die Beschaffenheit des zweiten Doppelpunktes zu unter- 
suchen, wählen wir diesen als neuen Koordinatenanfang, indem wir 


F3 (* y, 2 — —) bilden. 
C4 


Dann erhalten wir folgende quadratische Glieder: 


C5 Cg 


5 
—206y2+ EN — 0X? — Gy” + Gy2 — @XYy 
4 


Daher ist der Berührungskegel im 2. Doppelpunkt: 
M= —ay2 + 8? — oy +kxy=o 
Damit derselbe in 2 Ebenen zerfalle, muss sein: 
nm. =—k v+4nc=o o m= —g 
m+Ww=-4 w=o 


Und analog wie früher folgt, dass auch der zweite Doppel- 
punkt im allgemeinen konisch und nur dann biplanar ist, wenn P 
in einer Symmetrieebene der Fläche zweiter Ordnung liegt. 


Um zu sehen, ob noch weitere Doppelpunkte vorhanden sind, 
5X — Cg 
2c4 

gleich Null gesetzten Abgeleiteten ein und erhalten: 

Ile 902 -khı xy 0 Yo 2 0 Xi y 
2) U, =k"+4oxy+6gyP?+2kx—4oy—k —=o 
3) WW = ?° — eo, Yy+kıxıy—ky 


führen wir aus U, = o die Wurzel z — in die übrigen 


| 


| 


2 


— Kon re RE Ran . = rs 
Wenn nun in der Geraden y==Ax—=uz ein zweiter Doppel- 
punkt liegt, so müssen sich die Gleichungen 1.) 2.) 3.) durch einen 


Wert von X erfüllen lassen und es folgt durch Substitution von 
Bw '\x im,T) und;3.): 


36 — ki -+ Ca r) xt, k\=o 
EI uk ep, 


UI 


Die Koexistenz dieser Gleichungen liefert: 

5) ki Bo —- kA) + (+ Kki—-c,XN) 2 Ki) =o 
Aus 3.) wird durch die Substitution y = Ay: 

6) kt EHEN) +2 — A, k—=o 


Setzen wir in 6.) für x einen Wert aus 4.) so verwandelt sich 
6.) in eine Gleichung 7.), welche in bezug auf A vom 4. Grade ist. 


Hätte nun F, noch einen oder zwei weitere Doppelpunkte, so 
müsste 5.) einen rationalen Faktor besitzen, den es mit 7.) gemein- 
sam hätte; dies ist aber im allgemeinen nicht der Fall. 


Fragen wir nun nach den Schnittpunkten der auf der F3 liegen- 
den Geraden mit unserer Kurve: *) 


"Anmerkung: 


Im Cambridge and Dublin Math. Journ. 4. Band pag. 256 sind 
die Modifikationen dargestellt, welche im Falle von Doppelpunkten die 
Lage der Geraden auf der F3 erleidet. Da dem Verfasser dieser Ab- 
handlung das genannte Werk nicht zugänglich war, so hat er sich für 
die Zwecke der obigen Darstellung über den Fall von zwei Doppelpunkten 
selbst folgende Rechenschaft gegeben: 


HatF, = u, + u = o noch einen zweiten Doppelpunkt, so be- 
rühren die Kegel u, und u einander und somit auch die F3 
längs der Verbindungslinie der Doppelpunkte. 


Denn die allgemeine Gleichung einer F,, welche die ZAxe als 
Gerade und den Anfang als Doppelpunkt enhält, ist: 


GR? + 0X? y— C5Xy? + yy? + 05X?z2 + 0982? + ,y?2 + cg2Y? 
+ C9Xy2 + &0%” + Cu1Xy + G13J’ + 3x2 + Cuyz = 0 
Damit diese den Punkt s=o=y=z—o als Doppelpunkt ent- 
halte, müssen die linearen Glieder von F (x, y, z- a,) identisch ver- 


schwinden. Diese sind aber: c,a?’x A ei —+ 6130X — Gay 
Es muss also sin a —4 03 = 
gl — ty =o0 N 


Ordnen wir ferner u, und u, nach Potenzen von x und bilden 
die Sylvestersche Eliminationsdeterminante von u, — u,, so verschwindet: 


oder a4 — 4; —=O6 


NOTE u 


% Gyt 052 y’-tCy2 4602” ylay?- ery2-c32°) 0 

0 c 97 %2 C9y’—9y2 4692” yluy’+ ry2 
682°) 

Co Hıyt 6132 Y- (Gay C1a2) 0 0 

0 eo C1y 6132 Y(eıay + 142) 0 

0 0 0 Cuy— 652 Y(&1sy-tC142) 


hat eine Wurzel y==o; damit sie noch eine zweite Wurzel y—=o habe, 
muss der Koeffizient von y verschwinden; und diesen erhalten wir, wenn 
wir an Stelle der mit höheren Potenzen von y multiplizierten Glieder 
Null setzen, als folgende Determinante: 


E02 02° 0 0 

0 BOZEN EZ NCHz” EZ 
662°, (522 

ROH 0 0 0 — Seh Ü 
Cı3Z, CZ 

RETURN 0 VRR 65% 

0 0 Gn. 2 G4z 

und man sieht, dass derselbe für e&, C&4 — Cg 3 = 0 identisch ver- 

schwindet. 

Die zu den beiden Wurzeln y = o gehörige zweite Gleichung 
der Berührgeraden der Kegel u; und u, findet man durch Subsitution 
von y=oin wy=0-= u als gemeinsame Wurzeln von 

0 (4x? 92x? 4 052°x und 0 — (102%? —- C132X, 
also x = 0, wie es sein muss. 


Also ist die Bedingung, dass die Kegel ug =o und w==0 ein- 
ander und demzufolge die F;, = u; —+ ug—0 längs der Geraden x—=y==0 
berühren, übereinstimmend mit der Bedingung, dass F, auf der Geraden 
x=y-=-0 zwei Doppelpunkte besitze, und unser Satz ist bewiesen. 


Demzufolge gibt es im Falle zweier Doppelpunkte P, M durch 
jeden derselben ausser PM nur noch 4 Gerade der F, a,, As, As, Ay, und 
bi, bg, b3, by (und es ist leicht einzusehen, dass jede Gerade a eine 
und nur eine Gerade b schneidet). 

Legen wir ferner durch irgend zwei Gerade a eine Ebene, so 
enthält diese eine dritte Gerade c, welche die ZAxe nicht schneidet; 


1: 


Die dritte Gerade einer durch zwei a gehenden Ebene fällt mit 
der dritten Geraden einer durch zwei b gehenden Ebene zusammen. 
Denn legen wir durch die Gerade e der Ebene a, a, und durch den 
zweiten Doppelpunkt M eine Ebene, so enthält letztere ausser e noch 
2 Gerade b; b«, welche sich in M schneiden. Es sind also alle dritten 
Geraden der durch zwei b gehenden Ebenen identisch mit allen Ge- 
raden c. 


—..D; 


solcher Geraden gibt es 


Es gibt endlich eine Ebene, welche die Kegel u; und u, längs 
ihrer Berührungsgeraden PM berührt und demzufolge auch die F,; 
diese Ebene schneidet die F, noch in einer Geraden d, welche die 
PM schneidet. 


Die Gleichungen von d könnte man durch eine einfache Rechnung 
finden; in unserm Falle 


P, = 98? — yX’y — 0Xy? — 0y° + uyz? — xyz 4 x? — 0° 
—- (gJ2 — xy — 0 erkennt man leicht ohne 
Rechnung, dass die Ebene y== 0 selbst die F, längs der ZAxe berührt 


und dass die zweiten Gleichungen der in ihr enthaltenen Geraden 
der F, aus: 


Co9X? + 05%” — 0 sich ergeben, und somit die Gleichungen 
vndsindd: y=ox= — — Also schneidet d die ZAxe in 
N) 


ihrem unendlich fernen Punkte. 


1.) Die ZAxe schneidet die c, ausser im Anfange noch im 
zweiten Doppelpunkte M der F, und hat also im Ganzen vier 
Punkte mit der Kurve gemeinsam. 


2.) Die vier übrigen Geraden durch den Anfang P schneiden 
den Axenkegel, auf welchem unsere Kurve liegt, nicht mehr, und 
daher auch die letztere nur (dreipunktig) im Anfange. 


| 3.) Die vier weiteren Geraden durch den Punkt M schneiden 
den Axenkegel und die c, noch in einem zweiten reellen Punkte, 


4.) Die 6 Geraden welche durch keinen Doppelpunkt gehen und 
die ZAxe nicht schneiden, schneiden unsere c, in zwei reellen oder 
imaginären Punkten. 


BEI TN, 


5.) Die Gerade, welche die ZAxe ausserhalb der Doppelpunkte 
schneidet, (und zwar in ihrem unendlich fernen Punkte,) schneidet 
den Axenkegel und dem zufolge auch die c, in einem reellen im 
endlichen gelegenen Punkte. 


Würden wir bei Aufstellung der Gleichungen unserer Kurve 
(Seite 4) nicht die Koeffizienten einer spezialisierten F, der kon- 
fokalen Schar gewählt, sondern den Parameter u dieser Schar in 
die genannten Gleichungen aufgenommen haben, so wären die 
letzteren weit komplizierter geworden und es hätte grosse Mühe 
gekostet, nachzuweisen, dass die gewonnenen Gleichungen überhaupt 
nur einer Kurve angehören. 


Wenn wir aber die Parametergleichungen der Kurve durch 
jene des Axenkegels und eine der die Kurve enthaltenden F, (oder F/,) 
ersetzen, und dabei die allgemeinen Parameterkoeffizienten der kon- 
fokalen Schar anwenden, so verschwindet der Parameter u in den 
Kurvengleichungen von selbst, und es zeigt sich so auf's Neue, dass 
konfokale Flächen den nämlichen Axenkomplex und die nämlichen 
Axenfusspunkte haben. Denn sei die Gleichung der konfokalen Schar 
(mit P als Anfang der Koordinaten:) 


eh BEN) 
ee 


— 1= o oder 


Z* 2Y 
ee et, 
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Se ee Tue | 
so haben wir in die Gleichungen des Axenkegels und einer F, ein- 


zuführen : 


a EL ER 1 q u a 
a u! 22 Ben nn ei) 


a’ B' Ne 
Be mn nn ir 
ee rer 


Die Gleichung des Axenkegels ist, (wenn man Seite 22 x durch 


x 
—— ersetzt): 
414 


Az4 (aıı CR 25) xy r Ol14 (Agg 


As3) 2 + Ay, (As; — A) 2 = 0 


BU 


Durch die erwähnte Einführung folgt: 


a ı —) x ete.:== 0 
c a ah nn 
Durch Multiplikation mit (c+-u) (a+u) (b-+u) wird die 
Gleichung des Axenkegels von u befreit, nämlich: 
Iyb—a)xy+a(l—b)y-+PBla—co)xz—o 


Schreiben wir nun ferner z. B. die zum Werte (1, 1, ]) 
gehörige F, [konf. Seite 23] mit ausführlichen Koeffizienten und 


ersetzen x durch etc. so erhalten wir die Gleichung: 


d14 
BEIN 
An Agg Ad 3 Ay Ag, 2 AgAayı 5 
N Mn, 1 DE DE a N a un 
Ay] = dg9 A] 7 99 Aı1 299 dı1 —— d92 
RER Den u 
11..034 zyz 33.214 yz? 4 14 24 x? 
2 6 Da Aıı 77 Asg 41 492 
EIER PS Ası Asa 
14 Aoı y? ae: yz 
A] 7 499 Ai — Ag 
2 2 2 
a IE, a Ag 
tt egtauigmo 
A 799 A117 499 A 7 Ag3 
; Ba & 
rn dr b-+u a 
Nu um. a ne a .. Man sieht sofort, 
Aı —Ag9 1 ET b—3 
at b+% 


dass die 9 ersten Koeffizienten, in denen immer der Zähler und der 
Nenner die gleichen ersten Indizes haben, durch Erweitern den Para- 


meter u verlieren. — Der Koeffizient von xy wird: 
a? ß? a 
_ (atnw? (b+ MW? (+ W? 
1 1 ar 1 1 = 1 1 


a. mr 
De, ® br u 3) e—+ Mu : 


Ziehen wir die untereinanderstehenden Brüche zusammen, so 
erhalten wir z. B. 


| 19 eh 
a’ Nr a ee ad a 
a — u Ma a—-u EN le 
\ au BbLu) atu b+u 


und wir erkennen, dass auch bei allen folgenden Gliederpaaren der 
Parameter wegfällt. 


Die Gleichung der F, wird: 


Die drei noch übrigen Flächen dritter Ordnung, zu deren 
Bildung Werte aus der dritten Kolonne verwendet werden, haben 
weit kompliziertere Gleichungen. 


Die zum Werte (3, 1, 1,) zugehörige ist von der Form: 


Gy? + 092° + C3x?y — cux?2 4 5xXy? — ey’ + @y’z + Cgx2’ 4 doxyz 
+ dioxy + dııx2 4 C19y’ + dısyZ + Cu2? = 0 


Nur die mit d bezeichneten Koeffizienten können auch dann 
zu Null werden, wenn P nicht in einer Symmetrieebene liest und 
die konfokalen Flächen nicht von besonderer Art sind. 


Wenn wir auf gleiche Weise, wie früher untersuchen, wie 
beschaffen der Doppelpunkt im Anfange ist, so finden wir, dass 
er nur biplanar ist, wenn dio Ga —-dı1? Ca = dio dıı dis, welche 
Relation im allgemeinen nicht erfüllt ist, wie schon der Anfang der 
umständlichen Substitution der ausführlichen Koeffizienten in diese 
Relation beweist. 


Unsere F, enthält die X Axe als Gerade, welche letztere unsere 


c, in dem Punkte x — — LER y==z = 0 schneidet. Daher 
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kann nur dieser Punkt als Doppelpunkt der Durchdringungskurve des 
Axenkegels mit der F, Doppelpunkt der F, fein, wenn sie noch einen 
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zweiten auf der X Axe besitzt. Bilden wir aber F{y, z,x +.) 
11 


so erhalten wir als Koeffizienten lineärer Glieder, welche im Falle 
eines Doppelpunktes identisch verschwinden müssen: 3 4 + do &ı 


und C4 a4 dyı 4115 
welche im allgemeinen von Null verschieden sind. 


Die Gleichung unserer F, hat bezüglich der Koeffizienten 
c und d die allgemeinste Form, die sie mit Rücksicht auf ihren 
Doppelpunkt im Anfange und der auf ihr liegenden XAxe haben 
kann; daher wird sie im allgemeinen keinen weiteren Doppelpunkt 
besitzen, und von ihren Geraden werden: 


1.) die X Axe unsere c, viermal (darunter dreimal im Anfange) treffen, 


2.) die 5 übrigen Geraden a, a, ... a, durch P nur diesen (drei- 
fachen) Punkt mit c, gemeinsam haben, 
3.) die 2 m 10 Geraden in den Ebenen a; ax die c, in je zwei 


in oder imaginären Punkten schneiden, 


4.) die 5 Geraden in den durch die X Axe und je eine Geraden a; 
bestimmten Ebenen unserer c,; in einem reellen Punkte begegnen. 


Unsere F, hatten wir durch die Substitution (311) erhalten, 
und die zwei anderen, welche dieser ähnlich gebildet sind, 
erhalten wir durch Benützung der Werte (2 2 3) und (1 3 2). 
Fasst man xyz als x, x, x; auf, so gehen dieselben durch Ver- 
tauschung der untereinander stehenden Indizes in den Schematen 


(3 „ und L i) aus der ersten hervor, 


Von den Flächen vierter Ordnung, auf welchen unsere Kurve 
liegt, haben jene zwei die einfachsten Gleichungen , für welche wir 
zur Substitution in die Gleichung der Polarebene solche Werte aus 
der Tabelle Seite 22 entnehmen, von denen die Nenner y, zund x sind. 


Die eine derselben z. B. (1, 2, 1) ist von der Form: 


kox?®z + kıy?z 7 koz’y + kax’yz + kıxy’z + kux?z + kıxy? 
+ ksyz’ + kıxyz — 0 
Nur k, kann auch bei einer nicht ausgezeichneten Lage von P 


und nicht besonderen Form der F,, welche unserer Aufgabe zu- 
grunde liegt, den Wert Null annehmen. Die Fläche hat einen drei- 
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fachen Punkt im Anfange; unter den 12 durch den Anfang gehen- 
den Geraden befinden sich die drei Koordinatenaxen, in welchen der 
Axenkegel K, diese F, ausser der c, noch schneidet. 


Die andere F, dieser Art erhalten wir aus der vorhergehenden 
durch die Substitution der Indizes % >) wenn man x, y, z, als 
X x9 x, Auffasst. 


Benützt man auf Seite 22 die Werte (3, 3, 3), so erhält man 
eine Fläche, deren Gleichung symmetrisch ist in Bezug auf die Indizes 
1, 2, 3; ihre Form ist, abgesehen von den Koeffizienten 


zxey — Zxryz 4 Zxy? + Zx’y-- xyz = 0. 


8 4. 
Synthetische Betrachtung der Kurve. 


Es dürfte von einigem geometrischen Interesse sein zu unter- 
suchen, welchen Aufschluss über die Gestalt der Kurve man ohne 
Anwendung der Rechnung erhalten kann. Es werden in diesen 
Paragraphen die bei Reye bewiesenen Thatsachen vorausgesetzt, dass 
'1.) die Axen durch einen Punkt M einen Kegel 2.Ordnung bilden, 
2.) jeder Punkt im Raume Fusspunkt von drei zu einander senk- 
rechten Axen ist. 


Da also alle Axen durch M einen K, bilden, so müssen auch 
deren Fusspunkte und somit unsere ganze Kurve auf diesem Kegel 
liegen, und zwar hat jede Leitlinie des Kegels ausserhalb M einen 
und nur einen Fusspunkt, und schneidet somit die Kurve nur einmal. 
. Daher besitzt die Kurve ausserhalb M keinen vielfachen Punkt. Denn 
wäre x ein solcher, so müsste eine Leitlinie My, welche genügend 
nahe an x liegt, mehrere Punkte ausserhalb M mit der Kurve ge- 
meinsam haben. 


Auch kann die Kurve keinen isolierten Punkt z haben; denn 
sonst müsste entweder die Leitlinie Mz ausserhalb M noch einen 
weiteren Kurvenpunkt enthalten, oder eine Leitlinie genügend nahe 
an Mz hätte ausserhalb M gar keinen Kurvenpunkt. Die Kurve 
verläuft also kontinuierlich und kann dadurch gezeichnet werden, dass 
man eine Gerade 1 den Kegel beschreiben lässt und in jeder Lage 
derselben ihren Fusspunkt X fixiert. 


Die Kurve ist daher unikursal, d.h. siekann in einem Zuge 
durchlaufen werden, wenn man den Durchgang durch einen unend- 
lich fernen Punkt nicht als Unterbrechung der Stetigkeit betrachtet. 
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Sie hat ferner einen einzigen unendlich fernen Punkt. Denn, 
wenn Mw eine Axe mit unendlich fernen Fusspunkte ist, so ist die 
unendlich ferne Ebene Polarebene eines auf Mw liegenden Punktes, 
d.h. Mw ist ein Durchmesser der. F,, auf welche sich unser Prob- 
lem bezieht. Es geht aber durch M nur ein Durchmesser dieser 
F, also hat unsere Kurve nur einen unendlich fernen Punkt. 
Unsere Kurve hat ferner keine dreipunktig berührenden Geraden 
(„stationäre Generatrixen“ der zur Kurve gehörigen Developpablen); 
denn eine solche müsste auch drei (einander unendlich nahe) Punkte 
mit dem Axenkegel, auf dem die Kurve liegt, gemeinsam haben 
und somit ganz auf demselben liegen und eine Leitlinie sein; eine 
solche kann aber nur einen Punkt mit der Kurve gemeinsam haben. 


. Nun müssen wir noch den Verlauf der Kurve in der Nähe des 
Punktes M untersuchen. Derselbe ist ein dreifacher Punkt der 
Kurve, weil in ihm drei Axen ihre Fusspunkte haben. Bewegen 
wir eine Leitlinie 1 des Kegels so, dass ihr Fusspunkt immer näher 
an M rückt und zuletzt damit zusammenfällt, so wird sie zur 
Tangente in M, und es folgt, dass die drei Tangenten in M jene 
oben erwähnten drei zu einander senkrechten Axen sind, deren 
Fusspunkte in M liegen. 


Da wir nun bereits wissen, dass unsere Kurve unikursal ist, 
so folgt weiter: 


Beginnen wir mit der Bewegung der Leitlinie l aus jener 
Lage, in welcher ihr Fuss- und Kurvenpunkt & im Unendlichen 
liegt, so wird letzterer nach einiger Zeit den Punkt M erreichen 
‘und 1 berührt die Kurve in M zum erstenmale. Bewegt man 1 
weiter bis es zur zweiten Tangentenlage in M kommt, so kann auf 
diesem Wege & nicht ins Unendliche rücken, weil sonst unsere 
Kurve mindestens zwei unendlich ferne Punkte hätte, es beschreibt 
also & eine Schleife, deren Zweige sich in M senkrecht durch- 
schneiden; dasselbe findet ein zweitesmal statt, während 1 aus der 
Lage der zweiten in die der dritten Tangente (in M) übergeht, und 
erst nachdem auch diese passiert ist, rückt & allmählig ins Unend- 
liche, wobei 1 wieder der Ausgangslage zustrebt. Die zwei Zweige, 
mit welchen die Kurve ins Unendliche sich erstreckt, ziehen übrigens 
nach verschiedenen Richtungen des Durchmessers Mw, den wir als 
Ausgangslage von l annahmen; denn sonst würden diese Zweige im 
Unendlichen eine Spitze bilden, die Mw zur Tangente hätte, während 
Mw als Axe nur einen Fuss- und Kurvenpunkt enthalten kann. 


Nun können wir noch die Ordnung der Kurve bestimmen: 


1) legen wir durch M eine Ebene, so dass diese den Kegel in 
zwei Axen Ma und Mb schneidet, so enthält sie die zwei Fuss- und 
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Kurvenpunkte von Ma und Mb und ausserdem den dreifachen Kur- 
venpunkt M; daher ist die Kurve von der fünften Ordnung. 


2) Reye hat gezeigt*), dass in der Symmetrieebene o die 
| Schnittpunkte s aller Axen und die Schnittgeraden der dazugehö- 
rigen Polarebenen ein Polarsystem bilden und dass die Ordnungs- 
kurve dieses Polarsystems, „die Fokalkurve“, demzufolge Ort der 
Punkte ist, die zugleich Fusspunkte für alle durch sie gehenden 
Axen sind. Ist nun MU eine Axe mit dem Fusspunkt U ino und 
MU nicht | o, so ist U ein Punkt der Fokalkurve und senkrecht 
auf der Tangente der Kurve in U, welche der Schnitt der zu MU 
gehörigen Polarebene mit o ist. Daher erhalten wir alle Punkte 
unserer Raumkurve mit der Symmetrieebene, wenn wir aus der 
Projektion M’ von M auf die o die Normalen zur Fokalkurve ziehen. 


Deren gibt es aber 4, und ausserdem ist noch M?! selbst ein 
Punkt der Raumkurve, weil das Lot MM! durch den (unendlich 
fernen) Pol von s geht. 


Also ist unsere Raumkurve von der 5. Ordnung. 


Analog der soeben beendeten synthetischen Diskussion des all- 
gemeinen Falles lässt sich auch der spezielle behandeln, in welchem 
der Komplexkegel M in zwei singuläre Strahlenbüschel 1. 0. zer- 
fällt, wenn nämlich M in einer Symmetrieebene o liegt und von 
der Raumkurve eine Schleife als Kreis in einer Lotebene zu o sich 
abzweigt, während als zweiter Zweig eine ebene Kurve dritter Ord- 
nung in o übrig bleibt. Wir brauchen diesem auf Seite 12 £. £. 
analytisch behandelten Falle um so weniger eine synthetische Dis- 
kussion zuzufügen, als dieselbe schon in Kürze durch das Rey e’sche 
Werk geboten ist. (Seite 182 und 183.) 


8 6. 


Ueber den Ort der Raumkurven, 
deren Axenkegel ihre Spitzen auf einem Durch- 


messer der konfokalen Flächen haben. 


Wenn man das Zentrum des Axenkegels M eine Gerade, z. B. 
einen Durchmesser d der konfokalen Schar durchlaufen lässt, so 
beschreibt die Kurve ce der Normalenfusspunkte eine Fläche D, und 


* Seite 186. 


et a, 


wenn mand um den Mittelpunkt Z der Schar dreht, so entsteht eine 
0° Schar von Flächen ®, welche alle zu einem Axenkomplex 
En Fusspunktkurven c enthalten. | 


Alle diese Flächen gehen durch die Hauptaxen und durch die 
Fokalkurven der konfokalen Schar. 


Denn die Hauptaxen bilden die zum N. Z gehörige 
Fusspunktskurve c für alle®. Ferner liegen in jedem Fokalpunkte P 
die Fusspunkte aller Axen eines (singulären) Büschels dessen Ebene 
jeden beliebigen Durchmesser d in einem Punkte D schneidet, so 
dass jeder Fokalpunkt in einem Bündel von en C liegt, welche 
das Bündel der Durchmesser d schneiden. 


Keine zwei D haben irgend eine Kurve c gemeinsam; den 
zu, jeder c gehört ein bestimmter Axenkegel M, ein bestimmter 
Durchmesser d=Z M, und demzufolge ‚eine bestimmte Fläche ®, 


Zwei Flächen ©, und ®,, die zu den Durchmessern ZM, und 
ZM, gehören, haben ausser den Hauptaxen und den Fokalkegel- 
schnitten noch die gleichseitige Fusspunkthyperbel der Durchmesser- 
ebene M, ZM, gemein. 


(Reye Seite 181, diese Abhandlung Seite 19*.) Denn alle 
Axen haben ihre Fusspunkte in der erwähnten Hyperbel und schnei- 
den sowohl ZM ,, als auch ZM, und gehören daher zu Komplex- 
kegeln, deren Zentra auf diesen Durchmessern liegen. 


Einen Punkt U des Raumes ist Fusspunkt von 3 Axen, in 
ihm schneiden sich alle Raumkurven, deren Axenkegel ihre Spitzen 
in einer der 3 Axen haben, und alle P, welche zu einem Durch- 
messer der Ebenen Z, Z, Za gehören. 


Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung einer einzelnen ®. 


Rückt das Zentrum des Komplexkegels M auf ZM fort, so. 
können in jedem Punkte A von ZM drei (zu einander senkrechte) 
Tangentenebenen an die auf der ® liegenden c,, welche in A ihren 
dreifachen Punkt hat, gelegt werden. Diese Tangentenebenen be- 
rühren gleichzeitig auch die © in A, daher ist jeder Punkt A ein 
dreifacher Punkt und ZM selbst eine dreifache Gerade von ®. 
Andere Gerade der D sind: 1) die 3 Hauptaxen der konfokalen 
Schar, wie wir bereits wissen, 2) die Projektionen von ZM auf die 


* Während in einer beliebigen Ebene die Komplexstrahlen einen 
Büschel 2ter Ordnung bilden, zerfällt dasselbe für jede Durchmesser- 
ebene, welehe, weil durch den Hauptpunkt Z des Komplexes gehend, 
singulär ist, in zwei $8;; das eine ist das Durchmesserbüschel und hat 
seine Fusspunkte im Unendlichen, das andere ist ein Parallelbüschel 
und hat seine Fusspunkte auf der genannten Hyperbel. 
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drei Symmetrieebenen. Denn legen wir durch irgend einen Punkt 
der ZM eine Senkrechte auf eine Symmetrieebene, so ist dieselbe 
eine Axe und ihr Schnitt mit der Symmetrieebene Axenfusspunkt. 
Also sind alle Punkte der Projektionen von ZM auf die Symmetrie- 
ebenen Fusspunkte von Axen, die den Komplexkegeln M angehören 
und somit auf der ® liegen. 


Andere Gerade als die bereits erwähnten gibt es auf der ® 
nicht. Denn sei 1.) a eine Gerade der P, welche D schneidet, so 
ist a ein Zweig des Ortes der Fusspunkte in der Ebene ad. Letz- 
terer ist aber eine gleichseitige Hyperbel, welche höchstens in ihre 
Asymptoten zusammenschrumpfen könnte. Dies tritt ein, wenn wir 
durch ZM eine ‚Lotebene auf eine Symmetrieebene o errichten; dann 
sind die zwei Geraden eine Hauptaxe und eine Projektion von ZM. 
(Vergleiche Seite 19, Schluss.)*) 2) Wäre b eine Gerade der ®, 
welche d nicht schneidet, so schneidet sie jede durch d gehende 
Ebene d in einem Punkte D, so dass MD eine in d liegende Axe 
eines die D erzeugenden Komplexkegels M ist. Nun werden wir 
aber gleich zeigen, dass alle Komplexkegel M sich längs d berühren 
und daher in ihrer Berührebene S keine Axe MD ausser d existie- 
ren kann. Also gibt es auf D keine Gerade b, welche d nicht 
schneidet. — Sind nämlich M und M, zwei Kegelzentra auf d und 
ist a eine Axe durch M, so ist in der Durchmesserebene ad auch 
die durch M, gehende Axe a, parallel zua. Wählt man a unend- 
lich nahe an d, d. h. wählt man die Tangentenebene durch d an 
den Kegel m, so ist in dieser a! wieder parallel a und somit unend- 
lich nahe an d, d. h. ad=a!d ist auch Tangentenebene des Kegels 
M,. (Siehe auch Reye Seite 139 und 170.) 


* Synthetischer Beweis unter Benützung der Eigenschaften des 
Komplexes: Die Fusspunktkurve in der Ebene ad wird erzeugt durch 
2 zueinander rechtwinklige Parallelbüschel, (Reye S. 181) die nur 
dann perspektivisch liegen und eine Gerade erzeugen, wenn entweder 
ihre unendlich fernen Strahlen zusammenfallen, was nur bei einer hier 
nicht in betracht kommenden Schar von Paraboloiden eintritt, oder 
wenn eines der beiden Büschel sich auf einen einzigen Strahl reduziert. 
Dies kann nur in einer Lotebene geschehen. Denn die Axen in der 
Lotebene ad, die zugleich Durchmesserebene ist, haben als Polargerade 
Axen in 0 (deren ooferner Pol in ad liegt), die, durch den Pol der 
Durchmesserebene ad gehend, einander parallel sind. Errichten wir 
von den Schnittpunkten dieser Axen mit ad Lote auf die Axen in ad, 
so fallen diese alle in den Schnitt «a =0 == ad zusammen, und dieser 
Schnitt ist sowohl die Projektion von ZM als auch ein Teil der degene- 
rierten Hyperbel. 
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Für eine hier nicht zu betrachtende konfokale Schar von 
Paraboloiden enthalten die Flächen P unendlich viele Gerade, im 
allgemeinen Falle sind aber, wie gezeigt, die Hauptaxen, der Durch- 
messer und seine Projektionen die einzigen Geraden der Fläche ®, 


Kegelschnitte der PD: Wir wissen bereits, dass die Fokalkegel- 
schnitte der konfokalen Schar auf der ® liegen; ausserdem schneiden 
alle Ebenen durch ZM die D in gleichseitigen Hyperbeln; dieselbe 
schneiden die Symmetrieebenen in je zwei Punkten der Fokalkegel- 
schnitte. Für die drei Ebenen durch ZM, welche senkrecht zu 
je einer Symmetriscebene sind, degenerieren die Hyperbeln in je 
eine Hauptaxe und eine Projektion von ZM. 


Unsere © ist von der fünften Ordnung. Denn eine Ebene > 
des, Büschels ZM schneidet die ® 1.) in der dreifachen Geraden 
ZM, 2.) in einer Hyperbel, 3.) sonst in keinem Punkte. 


Nämlich alle Axen, welche ihre Fusspunkte in e haben und 
ZM —=d schneiden, liegen ganz in e und haben daher ihre Fuss- 
punkte in der erwähnten Hyperbel. 


Unter Benützung der Thatsache, dass D von der 5ten Ordnung 
ist, lässt sich einfacher als vorher beweisen, dass auf ihr keine 
Gerade m liegt, welche d nicht schneidet. Denn seien a, a, S, die 
Hauptaxen der Schar, d, d, d, die Projektionen von d auf die Sym- 
metrieebenen, so hat die Ebene a, dd, ausserhalb dieser 5 Geraden 
keinen Punkt mit ® gemein; es muss daher m entweder a, oder d, 
und analog auch a, oder d, sowie a, oder d, schneiden. Da aber 
irgend 3 von den 6 Geraden a, a, a, d, d, d, ein Dreikant bilden, 
so wäre dies nur im Punkte Z möglich und es gibt somit kein m. 


Die Ebenenbüschel d, d, und d, schneiden die D in Kurven 
4. Ordnung, welche für die drei Ebenen d, ds, da ds, d, d, inje eine 
Kurve 3. Ordnung und eine weitere Gerade zerfallen. 


Die Ebenen durch eine Hauptaxe haben ebenfalls Durchschnitts- 
kurven der 4. Ordnung, nur die Symmetrieebenen schneiden ® in 
drei Geraden und einem Kegelschnitt, ferner enthalten die drei 
Projektionsebenen von d fünf Gerade der D (wobei d dreifach 
gezählt ist) und sind die Schmiegungsebenen der D in Z, weil Z 
offenbar ein fünffacher Punkt ihrer Durchdringungskurve ist. 


| Unsere ®, hat im Endlichen keinen Doppelpunkt; denn wäre 
X ein solcher, so würde die Fusspunkthyperbel in der Durchmesser- 
ebene XZM in zwei Gerade zerfallen, die sich in X schneiden, 
während die Asymptoten einer solchen Hyperbel stets durch Z 
gehen (Seite 19, Reye S. 181) und letztere daher nicht in zwei 
Gerade XU, XV degenerieren kann. 


PERENn CRRT 2 cn 


Betrachten wir die Fusspunktkurven c; auf unserer ®;. Irgend 
zwei Axenkegel, welche ihr Zentrum auf ZM haben, berühren sich 
längs ZM und schneiden sich nur auf der unendlich fernen Ebene 
(Reye 139 und 170). Daher schneiden sich alle Kurven c,; in 
einem einzigen, dem unendlich fernen Punkte von ZM, und keine 
zwei Kurven haben im Endlichen einen Punkt gemeinsam. 


Auch daraus folgt, dass die D ausserhalb ZM keinen vielfachen 
Punkt besitzt. Denn denken wir uns die P erzeugt, indem wir 
von einer c, zu der ihr unendlich nahen übergehen, so wird hiebei 
kein Punkt des Raumes zweimal berührt, und es entsteht ausserhalb 
ZM. keinerlei Singularität. 


Ferner folgt, dass unsere ® ein Band mit zwei einander nur 
in ZM schneidenden Schleifen bildet, Schleifen, deren Querschnitte 
a) bei Z unendlich gross sind, da die durch Z gehenden Hauptaxen 
diese unendlich grossen Schleifen bilden, b) für jeden im Endlichen 
gelegenen Punkt von ZM von endlicher Grösse sind, c) im unendlich 
fernen Punkte von ZM unendlich klein „werden. Denn die Fuss- 
punktkurve c,, die zum unendlich fernen Punkte A von ZM gehört, 
ist eine gleichseitige Hyperbel, deren eine Asymptote ZM ist und 
die keine Schleife in A hat. 


Diese Hyperbel, deren Punkte alle Fusspunkte von Axen sind, 
die dem unendlich fernen Komplexkegel auf ZM angehören, wird 
von keiner c, in einem endlichen Punkte getroffen; alle anderen 
Hyperbeln auf der D werden von jeder c, in je einem Punkte 
ausserhalb ZM getroffen. Denn alle Axen irgend einer Ebene durch 
ZM schneiden, da sie einander parallel sind, die ZM in lauter ver- 
schiedenen Punkten; sie gehören daher lauter verschiedenen Kom- 
plexkegeln und ihre Fusspunkte auf der Hyperbel lauter verschie- 
denen c, an. Ferner können auch von keiner c, zwei Punkte auf 
einer Hyperbel liegen, weil sonst entweder auf einer Axe zwei 
Fusspunkte sein, oder zwei Parallele sich in einem Punkt der ZM 
schneiden müssten. 

Wie also durch jeden Punkt O der ® eine c, geht, so auch 
(ZM ausgenommen, durch deren Punkte je drei Hyperbeln gehen) 
eine Hyperbel, diejenige nämlich, welche durch die Durchmesser- 
ebene OZM bestimmt ist. Man kann also unsere D auch als Ort 
aller Fusspunkthyperbeln betrachten, welche durch die Ebenen des 
Büschels ZM bestimmt sind. 


Für unsere ®, können wir folgendermassen eine Gleichung 
aufstellen : 


Die Gleichung der die konfokale Schar vertretenden F, sei: 
>) HR“ —- 299Y” —- SEhZ —- Ayı — 0 


BE 


Die Polarebene von (a, B, Y): 


2.) 1X - agody — AgzyYZ + Ayı = (0) 
Das Lot von (a, B, y) auf die Polarebene: 


—- oder 
2410 ay9d A33Y 
3) x y 1 1 
2,0 Ay9B a1 A299 
4) X z 1 1 
2,0 Ag3Y 1 A33 
1 = 
Sei b ik = re ee 
Li IKK „ 


Seien ferner die Gleichungen des Durchmessers D, auf dem sich 
unser Komplexkegel bewegt: | 


5) px oqyY =,0.6) px 22 0 
so müssen sämtliche Axen, die diesem Komplexkegel angehören, 
den Durchmesser D schneiden; die Bedingung hiefür ist die gleich 
Null gesetzte Determinante des aus den Gleichungen 3—6 gebildeten 
Systems, also: | | 


=: 2 nn De 
1 EN 1 bg 
7.) 214 AgsY eh 
p ze 0 0 
p 0 —r 0 


Diese Determinante entwickelnd, erhalten wir: 


pr bsı , gr ba , gr be , pabıe _ 
a99 B A, & 4, Agz Y 


und da b;; + bi, = bz, wird unsere Gleichung: 


IRA 


qr b33 pr b;ı pq bis 
ER a 

8) 4,0 E Aa,’ 5 AgzYy 
oder = -- = —- = 0 


Es müssen also die Pole (a, ß, y), welche auf den in betracht 
kommenden Komplexgeraden liegen, die Gleichungen erfüllen : 


x A 
— era b 2 == 0 
2,70 a99B = 
X 
u ; : I bis Te 0 
a,,% Az3Y 
kı K K 


Setzen wir die sich daraus ergebenden Werte von a, ß, y in 
die Gleichung der Polarebene (2) ein, so erhalten wir offenbar den 
Ort jener Fusspunkte, deren zugehörige Pole die vorstehende Be- 
dingung erfüllen und deren zugehörige Axen den Durchmesser D 
schneiden, d. h. wir erhalten die Gleichung der Fläche ®. 


Nun findet sich, wenn man «= a — a Setzt: 
k, aıı JZ —- ka A99 xZ + ka; xy _ m 
U = — 1 00202020000[1701I[. 0 
kz 691 2 + k3 631 u 
ge m un 
ker + Kiez v. 


et m m 
kı %3 + kg x WW 


Wir setzen dies in die Polarebenen - Gleichung ein: 
2104X 4 a9ßy + a3Y2 4 Au = 0 
9.) m.(a,vwx 4 a38uwy 4 a5uvVzZ) + auuuw=o=9%, 


Eine einfache Rechnung lehrt, dass u, v, w, sich nur durch 
konstante Faktoren von den Formen px—-qy, px-+rz, r2—qy 
unterscheiden, undalso u=o v=o w= o die Gleichungen der 
Projektionsebenen des Durchmessers D auf die Symmetrieebene der 
F, sind. 

6 


a ze 
Dass D eine dreifache Gerade der P ist, erkennen wir folgen- 
dermassen : 
Der Kegel m = k,a,1y2 4 kgagexz 4 Kag;xy — 0 
— qrbgyz 4 prbz,,xz + a 0 
enthält die Gerade w = v —= 0 oder 


prtıy=p+rz |, 


denn durch Substitution von qgy = — pz und rz = — px in die 
Kegelgleichung folgt: 


mr ad x * (by9 — bis + b3ı) 


ST 1 1 1 1 1 
= - 4. en 
Ag3 A99 211 Ayg A992 211 


welch letzterer Ausdruck für jeden Wert von x verschwindet, 
Dass die Fläche D die D wenigstens als zweifache Gerade habe, 
2 


erhellt unmittelbar aus der Gleichung 9.) selbst; es ist ferner 2 
dxk dx; 


(unter x, x x3 die Koordinaten x, y, z verstanden) ein Aggregat 
von Produkten, deren jedes mindestens einen us Faktoren m, u, v, W, 
undifferenziert enthält; daher ist füru=o=-w—o 2 70% 
zweite Differentialquotient von ® gleich Null, daher jeder P Punkt von 
D ein dreifacher der Fläche ®. 


Gerade der ® erhalten wir: 
1.) x=y==o; denn hiefür wird w= o und m —= o und alle Glieder 
von ® verschwinden ; 


analog folet 2x — 20; 53) y—z 0 
Weitere Gerade sind: 


4) Um zb Bw oeyteo , werzent 


Der Kegel 3. Ordnung uvw —o besteht aus drei En jede 
derselben berührt die D fünfpunktig im Anfange; wie denn auch 
der Schnitt z. B. der Ebene u—=o mit ® aus den Geraden u=w=o0 
(dreifach), - 
schnittkurve betrachtet, im Anfange einen 5fachen Punkt bilden. 


Um weitere Gerade der Fläche zu finden, könnten wir zuerst 
den Durchschnitt der Ebenen u, v, w, mit dem Kegel m bestimmen; 
und würden z. B. finden, dass u = o in der XAxe und inD den 


BE a 


Kegel m durchschneidet, und indem wir auf ein analoges Verhalten 
der Ebenen v und’ w schliessen, folgt, dass wir durch den Schnitt 
des Kegels mit den Projektionsebenen von D keine neuen Geraden 
der ® erhalten. Suchen wir ferner den Durchschnitt der letztgenannten 
Ebenen mit dem Kegel R, =a,, vwx—+ a9 uwy- a3; UVZ=0, 
so sehen wir z. B. dass u mit K, und mit ® die Durchschnitte hat: 
w—esve 00, (zweifach,) u —ix’== 0. 

Da wir also auch hier keine neuen Geraden der ® erhalten, 
könnten wir endlich den Weg einschlagen, welchen Nöther in 
seiner Abhandlung „über Flächen nter Ordnung mit einer (n — 2) 
fachen Geraden*)“ angegeben hat. Wir könnten zuerst in der Gleichung 
9.) von P das w durch u—+ kversetzen, wobei k eine leicht bestimm- 
bare Constante ist und dann ® durch das Ebenenbüschel u — Av=o 
in Kegelschnitten schneiden; (diese sind nichts anderes als die Fuss- 
punktshyperbeln der Durchmesserebenen durch D); die Gleichungen 
derselben wären: 


10.) ,A+L) ,n ®+mi-+n) aA A-+k) =o 
11) u—Iv = 0; 


dabei bedeuten die 1 und n lineare Funktionen der Koordinaten. 
‚Wir müssen dann die Bedingung aufstellen, dass die Ebene 11.) das 
Hyperboloid 10.) berührt, welche Bedingung bezüglich X vom 11. Grade 
würde. Jede Wurzel X bestimmte dann eine Ebene des Büschels 
u— Xv==o, welche das Hyperboloid und somit die D in zwei Ge- 
raden schnitte. Diese Gleichung 11. Grades hätte notwendig die 3 
Wurzeln\=0,X\=00,X==—.k, welche den 6 Geraden der ® in den 
Ebenen u, v, w, entsprechen, und ausserdem noch 8 imaginäre 
Wurzeln, was aber durch blosse Betrachtung der betreffenden Gleich- 
ungen schwer zu erkennen sein dürfte. 

Weisen wir jetzt die Fokalkegelschnitte auf unserer ® nach. 
Setzen wir gleich in den Seite 40 bis 41 gewonnenen Ausgangs- 
gleichungen z = o, was wir können, weil dadurch keiner der dort 
auftretenden Nenner verschwindet, so wird: 

FIR. 1; VOh MR kz As3 xy 


Cz31 os. Cag RS Gs Yt ke 5 x 
und die Gleichung des Querschnittes der D mit der X Y Ebene: 


Yı AX + aß y- a3 y2a+ au = 0 


2 +2 
ee N rg, — 0 
Cz1 C32 


*) Mathematische Annalen Bd. 3 pag. 175 ft. 


m An 


Der Fokalkegelschnitt von 
2 ta +35: 2 + au —=o0 


2 2 
3° zZ ; 
oder ne -H- a - ———-—1 
(- *) = ) (= ) 
411 99 As3 
fürsz == 0.181% 
2 2 
x 
an nm 
Ay Ayy Ay Ay 
11 Agg A99 Ag3 
2 2 
EEE. au, } ; 
oder; u Ss % _, © 9 Y „0, welche Gleichung mit 
A11 — Agg Agg —— Asg 2 


12.) identisch ist. 


Das im synthetischen Teile über die ebenen Kurven dritter 
und vierter Ordnung auf der D Gesagte liesse sich hier höchstens 
durch die Anführung komplizierter Formeln erweitern; wir wollen 
darauf verzichten und nur noch für die Gleichung unserer Fläche 
eine andere für die Abbildung geeignete Form aufstellen. 


Sei die Gleichung der die konfokale Schar vertretenden F, 


wieder: 
ZURUR 2 2 2 SIE 
PB = a X + 39y’ + 352° a, =o0 


Wählen wir den Punkt £, n, $, als neuen Koordinatenanfang, 
so wird die neue Gleichung der F;: 


a X? + a9 Y’ + a3; 22 + 22,1 8 X + 23% nY + 282 
+ au Eee rs er a) 0 


Die Gleichung der zum Punkte Zn # gehünısen Kurve c, ist 
im neuen Systeme: 


Ey gig 55 At 11 
Kerr 822,80: On 

-—Yy = 492 n-11.230: 

— Z = a3; %.11.22 9; und im alten Systeme: 


E—- x u 5.2.3090, ne u. ao 
B— Z— Ag %. If Ba: oO 


Ist nun der Punkt % n % variabel, indem er den eng 
px = qy = rz durchläuft, so dass 


q 
a ER VER ER Teich 
Fe n — q’ = ® 1SL, so weraen 1e urveng e1C ungen. 


kB — px —= 2.1 u.22.33 9; B — dy = 3% 4.33.1109 
u — 12 —= a3 4.11.22.9 


F 2 
(aut 2 =) 11.22.33 #3 (25.22.38) 


2 
103 (er 298 , 33?) 


2 


-3 
| 


Für u und X als variable Paramenter geben diese drei Rela- 
tionen die Gleichungen unserer Fläche, die wir mit W bezeichnen 


wollen. i 
Dieselben vereinfachen sich durch Vereinigung der Summen 
im Zähler und durch Reduktion mit u folgendermassen: 

Be DREI Ara 22.080... 


‚1.33. N 


—E 
| 
< 
| 


,22.% 


= 
| 
[ee 
N 
& 
= 
jand 
fm 


Eu PP EEENE AN Anz 22. 33) 


a PER 992% 9 
\u&lna 22°. 33%) 


Ein Blick auf diese Gleichungen lehrt, dass unsere W sowohl 
als Ort der Fusspunktkurven c;, als auch als Ort der Fusspunkt- 
hyperbeln h erscheint. 

Denn geben wir dem u der Reihe nach alle möglichen kon- 
stanten Werte, so erhalten wir alle Fusspunktkurven c,; und geben 
wir dem X der Reihe nach alle möglichen konstanten Werte, so 
bekommen wir die Reihe der Hyperbeln 

RN W-+ ka sh W“--1l Aalen. wm; 

em ee TU a wa 
deren Ort unsere W ist. 


Bilden wir die W in eine Ebene durch die Koordinaten X, u, 
ab, so werden die c, durch das System der Parallelen u = konst. 


I 


RN SE ET 
vg. i.n re eh 

N EN ae a 
Ra he. \ 


Set. an 


und die h, durch das System A —= konst. abgebildet, daraus ergibt 

sich, dass alleh, und alle c, einander jein einem Punkte schneiden. 
Die Gerade m\ — nu 4 p = 0 schneidet die Geraden u —konst. 

und X = konst. in je einem Punkte; sie ist das Bild einer Raum- 

kurve 7. Ordnung auf der W; also gibt es auf W oo? Raumkurven 

7. Ordnung, welche die c, und h, in je einem Punkte schneiden. 
Fragen wir nun nach der Ordnung unserer W. 


Durch Aufsuchung der gemeinsamen Wurzeln der Zähler und 
des Nenners in den Gleichungen von Y erhalten wir die Funda- 
mentalpunkte der Abbildung, welche auf W nicht Punkten, sondern 
Linien entsprechen. Diese sind: 


1.) und 2) % = 0 eo 
3:).°=2D.) Wo Ar a Ne le 
2 
6) 13) 2. 222 . 332 — o, 
eo eu, z 22: 30 


Schreiben wir nun die Gleichungen unserer \ folgendermassen : 


A. ww — Aıbev,. Au? ww — 39 acV, 
AU Wı ; Au W4 
Au? wi — As ab v, 
rZ = 02222 
AU Wı 
VE. Vs + Au? V9 ER dq, bei oa, c—=N— 4} 
S 2 411 
wz=2 g b?e? »=2 —be. v = abe, 


Dei ferner eine Gerade gegeben als Durchschnitt der Ebenen: 


apa $poyrysa, 0 08 

altpx + Bllqy- yY’rz 4 d!! 0, soerhalten wir die Punkte 
A u, in welchen \Y von dieser-Geraden geschnitten wird, durch Auflö- 
sung des Systems: 


Ma Varpa ee mL mn 
ws 9b) AU oO. mÄAu no 
Dabei ist gesetzt worden: 
ee 
all B' — yı | 
geschieht ; 


wodurch der Allgemeinheit kein Eintrag 


BER A a 


ferner p = a! a, be + B' a9, ac 4 Y! a5 ab 
g = at!a,, be -+ B'!a, ac + Y!!as, ab 


Die Eliminationsdeterminante in X für dieses System 


A(wi — VaP3) O'Aw; —" V3Pa 0 
0 A(w4 — Vapo) O'Aw; —V3P3 
M= el) 
A(wi — 29») o''\w; —V3d3 0 
0 Alwi — v3) O''Awı —V349 


ist vom 20. Grade; daher ist unsere W von der 7. Ordnung. Wir 
wollen jedoch sehen, ob vielleicht bei Entwicklung der Determinante 
sich noch ein paar Fundamentalpunkte zeigen, wodurch W auf die 
5. Ordnung reduziert würde. 


Einige Umwandlungen der M liefern die Form: 


Ya (dg — pP) O1 — dl 0 0 

we “vw 0 0 d' — On Pp—% 
Mi Wı4 FE V3d3 ol er V3 0 
0 1 OU\vg Ga 


= !’vyw { (0° ge — 8" pe) [O — 8") wu — va (d' ga — Ö” po)] 
— (@—-p’vs}=o0 
Der Faktor in der grossen Klammer kann zu keiner Wurzel 
A führen, die einem Fundamentalpunkt X entspräche, da jede dieser 
Wurzeln eine Funktion der Koeffizienten a! a!! Bt B!! etc. ist, und 
sich mit Aenderung der betreffenden Geraden ändert, und somit kein 
weiterer gemeinsamer Punkt der Bilder aller Geraden (ausser den 
dreizehn A?v; w,”—= 0) existiert. 


Es ist also W wirklich von der 7. Ordnung und da sie mit 
® die unendlich vielen Kurven h, und c, gemeinsam hat, so muss W 
aus und einer Fläche zweiter Ordnung bestehen. 


Betrachten wir die Bilder einiger Linien auf W. 
1.) Es folgt aus den Gleichungen der Y: 
(A9g — Ay) CV; Be (A335 — 1) bb 


Re — —— Re Ze: 
PX — qy ER Be 


ee. a 


Daher ist das Bild der dreifachen Geraden D 


px — qy=o px— ız=o offenbar s; = 0. 
2.) Ferner ist: 


px — Au? w — &%, bey, 
Au w, 
(A353 — 292) & 5. 
gy uw, 
Die letzten Gleichungen haben rechts keinen gemeinsamen 
Faktor, daher kann nur für einzelne Wertevon\,u pr =0o=qy—Iz 


werden, also wird die Projektion der dreifachen Geraden D auf die 
YZ Ebene (und auf jede andere Symmietrieebene) durch einen 
Fundamentalpunkt dargestellt. 

3.) Analoges gilt für jede der drei Hauptaxen, z. B. für: 


Au? ww — 3, bev, 


Da Au 
AU? Wi 7 a al 


4.) Welche Fundamentalpunkte dieses seien, ergibt sich, wenn wir 
endlich noch die Durchschnitte des Ebenenbüschels 
m(px — qy)+ n(px — rz) = o mit der W betrachten. 


Die Bilder derselben sind: 
v, 
uw, Ba 2,1) 6 —+n (As3 — Aı)b} = 0 


yo ist das Bild der in allen Ebenen des Büschels liegenden 
dreifachen Geraden D; der Faktor in der grossen Klammer ist von 
der Form A — konst. und bildet die Fusspunkthyperbeln unseres 
Büschels und nur diese ab; denn setzen wir für A einen kon- 
stanten Wert in den Gleichungen der W ein, so erhalten wir: 

k, u? neh he -k Se mu’ -—+m 


x — IF SE 2) ee 
mu mu mu 


welche Gleichungen für konstante Werte der k, Il, m, nur eine 
Hyperbel darstellen. | 


Setzen wir nun n = 0, sosehen wir, dass c—=o das Bild der 
Hyperbel in der Ebene px — qy = 0 sei, und mit Berücksich- 
tigung des früher Gesagten und Nr. 3 folgt, dass A —= a3 u = 0 
der Fundamentalpunkt ist, durch welchen die ZAxe und die Pro- 
jektion der dreifachen Geraden auf die X Y Ebene abgebildet wird. 


Analog entspricht: 
Dem PunkteX\ — a3 u —= 0 die Y Axe und die Projektion von D auf 
die X Z Ebene. 


Dem PunkteX\=a,, u —= o die X Axe und die Projektion von D auf 
die XZ Ebene. 


Da kein Faktor mehr übrig ist, um noch weitere Durch- 
schnittskurven der Ebenen unseres Büschels abzubilden, so kann W 
sich von ® nicht um eine reelle Oberfläche 2. Ordnung unterschei- 
den, sondern dieselbe ist imaginär; (sie ist nicht im Unendlichen 
gelegen, weil sonst der in der grossen Klammer stehende Faktor 
der Determinante M Seite 47 für jeden Wert von a! al! Bl B!! etc. 
sich auf den 5. Grad reduzieren müsste). 


Wir wollen diesen Abschnitt nicht beschliessen, ohne noch 
einiges über den bemerkenswerten Fall anzudeuten, in welchem 
unsere ® in eine Fläche 3. Ordnung degeneriert. 


Wenn nämlich der Durchmesser d in einer Symmetrieebene y 
liegt, so zerfallen alle Komplexkegel in je zwei Strahlenbüschel 1. O., 
alle Raumkurven c, in je einen Kreis und eine ebene Kurve 3. Ord- 
nung. Von der ®&, löst sich zweimal die Symmetrieebene y ab. 
Denn jeder Punkt der y ist Fusspunkt von 2 zu einander senkrech- 
ten in ihr gelegenen Axen; durch diese Punkte wird also y zwei- 
mal überdeckt. Auf der übrig bleibenden ®, liegen die Kreise, 
welche die ebenen c, zu den c, des allgemeinen Falles ergänzen. 
Betrachten wir diese Kreise genauer. Denken wir uns durch zwei 
Punkte A und B (Fig. 2) auf d jene Lotebenen a und ß gelegt, 
deren zweite Strahlenbüschel von Axen ihre Zentra in A und 'B 
haben. (Ihre ersten Axenbüschel haben den unendlich fernen Pol 
von y zum Zentrum.) Denken wir uns ferner durch d eine Ebene 
ö gelegt, so schneidet die d© die « und ß notwendig in Axen, und 
diese Axen sind als in einer Durchmesserebene gelegen, notwendig 
einander parallel. Daher sind alle Kreisschnitte der D einander 
parallel. Ist A ein Schnittpunkt der d mit der Fokalkurve, so 
geht die Ebene des Kreisschnittes durch die Normale n an die 
Fokalkurve, und der Kreisschnitt reduziert sich auf den Punkt A. 
Es hat also die PD, zwei Doppelpunkte, wenn d die Fokalkurve in 
reellen Punkten schneidet. 


Betrachten wir den zu dieser Lotebene parallelen Schnitt e, 
durch O, so ist der Kreis unendlich gross geworden, und die Haupt- 
axe OZ ist der im Endlichen befindliche Teil dieses Kreises. Diese 
Ebene e, berührt die D, längs der unendlich fernen Geraden, wäh- 
rend alle anderen Kreisschnittebenen die, in der nämlichen unend- 


7 


INS 


lich fernen Geraden schneiden, da sie die unendlich fernen Fuss- 
punkte der Durchmesser in der Ebene eg, enthalten. Rückt die 
Kreisschnittebene e ins Unendliche, so erhalten wir über ihren Fuss- 
punktkreis Aufschluss, wenn wir zuerst die Schnitte des Ebenen- 
büschels d betrachten, dessen Ebenen Ö heissen mögen. 


(Fig. 3.) Diese Schnitte bestehen aus d und aus gleichseitigen 
Hyperbeln, deren Zentrum in O liegt und die alle durch die Doppel- 
punkte A der PD gehen. Denn die Normalebene a zum Fokalkegel- 
schnitt k schneidet die Ebene d in einer Axe, die ihren Fusspunkt in A 
hat, also gehört A zur Fusspunkthyperbel jeder Ebene d. Die 
Asymptoten dieser Hyperbeln berühren die ®; in ihrer unendlich 
fernen Kurve, welche, weil in der Ebene e, enthalten, ein Kreis ist. 
Daher besteht der Asymptotenkegel der ®, 1.) aus einer Lotebene 
durch OZ parallel zur Normalen durch A an k, 2.) aus einem Kreis- 
kegel, von den Asymptoten der Hyperbeln gebildet. — Wird © zur 
Lotebene auf y, so degeneriert die Hyperbel in OZ und d, und ö 
berührt die P längs d. Jede Hyperbel schneidet jeden Kreisin einem 
endlichen Punkte, weil die Schnitte jeder Ebene d mit jeder Kreis- 
schnittebene e aus je einer Axe mit einem Fusspunkte bestehen. 


Betrachten wir nun den Schnitt der Symmetrieebene o mit ®,. 


Sei f (Fig. 4) der Durchschnitt der Durchmesserebene 8 mit 
der Kreisschnittebene a durch den Doppelpunkt A. Liegt d unend- 
lich nahe an 0, so rückt f unendlich nahe an oa=a. Eis ist aber 
f immer einer Asymptote der Fusspunkthyperbel in d parallel. 
Diese Asymptote geht immer durch O. Daher muss der Schnitt 
der © mit P, auch eine gleichseitige Hyperbel sein, deren eine 
Asymptote parallel zur Normale an die Fokalkurve in ihrem Durch- 
schnitte A mit d ist, während die andere parallel zur Tangente in 
A .ank ist. 

Nun können wir auch genaueres über die Ebenen a der Kreis- 
schnitte von ®, sagen.“) 

Dieselben sind einer Asymptote m der Durchschnittshyperbel. 
in o parallel. Verschieben wir a, so dass es die Verlängerung von 
OA schneidet, so ist der Kreisdurehmesser stets parallel zu m und 
begrenzt durch einen endlichen Hyperbelpunkt und einen Punkt 
von d. Diese Kreise nehmen also mit der Entfernung von OD ins 
Unendliche zu. (Fig. 5.) | 


Nähern wir uns von A aus dem Punkte O, so wachsen die Kreise 


ebenfalls fortwährend, bis sie bei O in die zu d senkrechte Hauptaxe 
ausarten. Die Lotebene durch die zweite Asymptote n teilt die ® 
in zwei kongruente Teile. 


”) Ueber den schraffierten Teil der 6 in Figur 5 (resp. 6) wölben 
sich die Kreisschnitte unserer Fläche. (o in Fig. 4 = y in Fig. 3.) 


ra a 


Wenn d (Fig. 6) die Fokalkurve nicht schneidet, so schneidet 
d auch nicht den in der Symmetrieebene gelegenen Hyperbelschnitt, 
die Fläche hat keinen Doppeipunkt, die Kreisdurchmesser gehen nur 
bei O von der einen auf die andere Seite der d über. 


ST. 

Anhang. 
Allgemeines über Kurven, deren Koordinaten 
rationale Funktionen eines Parameters sind. 


Die Charaktere unikursaler ebener Kurven hat zuerst Clebsch 
in Urelle’s Journal Nro. 64 Seite 44 bestimmt. Korndörffer hat 
in den mathematischen Annalen, 3. Band über die rationalen Raum- 
kurven geschrieben, dabei aber nach kurzer Einleitung Problemen der 
Integralrechnung sich zugewendet, Die Raumgeometrie von Salmon- 
Fiedler 3. Aufl. leitet im 2.Bd. 8.111 die Charaktere der ratio- 
nalen Raumkurven durch das Prinzip der eindeutigen algebraischen 
Korrespondenz ab. Hermite, cours d’analyse, Seite 250 liefert 
einen neuen Beweis, dass rationale ebene Kurven die Maximalzahl 
von Doppelpunkten besitzen.*) Für diesen Satz sowohl als auch für 
einige andere sollen im folgenden neue Beweise mitgeteilt werden. 


1. Eine rationale ebene Kurve rt Ordnung hat 


. (r—1) (r— 2) Doppelpunkte. 
Sana SE VE Sa en 
CAT—- 26, FON 

N ar Bon N 

ee a OR DR 


“und x= & y=n ein Doppelpunkt unserer Kurve, so hat 


| fı — 589 ho np 
x— E=XI- —n=Y= —— 
0.3 y N ? 
im Anfange einen Doppelpunkt \—=a A=B und daher haben dann 
die Zähler von X und Y einen gemeinsamen Teiler 
"++ qgq=A—a) A—B) Es ist dann ferner: 


*) Dieser Beweis wird durch Verwandlung der auftretenden Funk- 
tionen in Partialbrüche geführt, wodurch der Beweis sich sehr elegant 
gestaltet; jedoch ist für denselben die Benützung der Partialbrüche nicht 
wesentlich. 


ae 


a an 


—=>P-pIA+g) mAT—+....... Mr_g) 
i | org) | 
=mN‘+ m Hpm)A-... 

+ (me 4 pm 4 — Me) Ark. screen. 4 gm. 9. 
Daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen: 
05 —- a) 
4 — 4585 —- pm —- m en 
&ı — & 8 — qm, — pn, — m’ = 
a, — 05 rg Pas, 08 Bu 
Aust DE — gm... — 0 


Die Koexistenz dieser r—-1 Gleichungen mit den r Unbe- 
kannten &, my, Mı, : . . Mr_g hängt vom Verschwinden einer (leicht 
zu bildenden) Determinante D, ab, die bezüglich p und q vom Grade 
r— 1 ist, und bei der Existenz eines Doppelpunktes En erhalten 
wir noch eine zweite verschwindende Determinante D,, welche aus 
D, hervorgeht, wenn man die a durch b ersetzt. Für ein die 
Gleichungen De —D,=0O erfüllendes Wertepaar p, q gibt das 
obige Gleichungssystem und das analoge aus b und n gebildete einen 
durch lineäre Gleichungen bestimmten De nur gewisse 
Wertepaare sind ausgenommen. 


Es werden nämlich D, und D, auch annulliert, wenn man p 
und q so wählt, dass X”?-+p\--gq ein Faktor von o(A) ist, und 


solche Werte entsprechen offenbar nicht Doppelpunkten , sondern 


unendlich fernen Punkten der in rede stehenden Kurven. 


Dass die erwähnten Wertepaare pq Lösungen der Gleichanzen 
D, =D, = sind, ersieht man folgendermassen: 


Der mA eo, A N 

ep +g) N +...) 

Do A" + (Di + pnoA"=? + (na + pn + qno)AT=® 
DE —- 4n,_2, | 


so ist durch die Unbekannten ny, 1} . . . n._a folgendes Systems von 
r — 1 Gleichungen zu befriedigen: | 


l 


| 


X 2 x Nr, 
K ak PN 8 x 
Ie3 ur 2 
v Ka \ 


QG—h hl, 
G — pm — n a 
02.7 900 777 Pl: — De — 0 
CK... — ID — Pik-ı — ik = 0 
Cr RE Re Mal Le’ Si De — Qnr_g == 0 


Wenn diese r -—+- 1-Gleichungen koexistieren, so sind auch beliebige 
r derselben gleichzeitig erfüllt und sämtliche Determinanten ver- 
schwinden, welche man durch Streichung irgend einer Horizontal- 
reihe in den Schema 


a a | 0 
Se 0 
ER a ae | 0 
GN Ü ge pral 0 
9) q 


erhält. Diese sind aber die Minoren der je nach der ersten Verti- 
kalreihe entwickelten Determinanten D, und D,, welch letztgenann- 
ten daher verschwinden, wenn alle die obigen gleichzeitig zu Null. 
werden. Man sieht also, dass das System Dh =D, = o die 


ne 


en Lösungen p= — (a+ß) q= aß besitzt, wenn unter a 
und ß alle möglichen Wurzelpaare von o(X) = o verstanden werden. 
Daher entsprechen den (r— 1)? Lösungen D) =D, = 0 
nur r— 1)? — ', r— Dr 
— 1/, (r— 1) (r— 2) Doppelpunkte der Kurse, 
2) Eine rationale Raumkurve mit k De: hat 
4(r— 5) — 3k stationäre‘ Ebenen. 

Die Schnittpunkte der Ebene E = px-+ 4y + 5z ıt DV 
nit unserer Kurve bestimmen sich durch jene Werte von A, welche 
die Wurzeln der Gleichung ph +q& +s, +t9 =o sind. Diese 
hat die Form: 1.) kg A’-+...ko A" na Koss 0m 

wobei ko = aap + bog + es det 

Berührt nun E im Punkt X = — a stationär, so ist die 
Form 1.) identisch mit 


2.) (A —- a)? (A —- U Koza _. N LER E= Ur—y 

Für die r Grössen 9,9, t, W,Uüy ... Uri liefert die Gleich- 
setzung der Koeffizienten in 1) und 2.) r+1 Gleichungen, bei 
deren Koexistenz folgende Determinante verschwindet: 


ab rd d 0 ee 
ai td,,n- Aa ak UN Re 0 
ai. nnd bad Aa ut, me 
Nr 4.2602, 40°, 0, 0 
a5 —1l, 4a, —60?, —4a?, —a! 0 | 
el) 
etc. 0 —l —4a ete. vo 


abi ed. 00 Vene seo 


a 


Für jede Wurzel a ist eine stationäre Schmiegungsebene be- 
stimmt, deren Koordinaten p q s t man erhält, wenn man in dem 
vorhergehenden Gleichungssysteme eine Gleichung weglässt, den 
Wert von a in die übrigen einsetzt, und dann die Unbekannten 
p, 9, S, t auf gewöhnliche Art bestimmt. Nun ist unsere Determi- 
nante D hinsichtlich « vom Grade 4 (r— 3), und dies ist auch die 
Anzahl der stationären Ebenen, wenn unsere Kurve keine Rück- 
kehrpunkte hat. 


Wenn. ein Rückkehrpunkt vorhanden ist, und wir wählen 
denselben zum Koordinantenanfang, so werden f, f fs von der 
Form A+m)’v, (A-+-m)?v, (A+m)?’v;; wird. ferner die Substi- 
tution op = (A+ m) ausgeführt, wodurch Koordinatensystem und 
Kurve nicht alteriert werden, so wird in den neuen Funktionen 
A RE ER Be a er, PO 


Das konstante Glied der Determinante D ist: 


A DEREN Or d. 


cu 


Ar—_g 


Ar—3 dr_3 
und verschwindet unter obiger Voraussetzung. 


Von den Gliedern (— 4 a) wird im allgemeinen Fall nur jenes 
mit einem konstanten, von Null verschiedenen Faktor multipliziert, 
welches in der fünften Kolonne steht, dieser Faktor ist ein Aggregat 
aus dem in dem Systeme 


IAr—1 
Ar—_g 


enthaltenen Determinanten, welche sämtlich gleich Null sind, wenn 
die Kurve im Anfange eine Spitze hat. Unter den konstanten 
Faktoren von (— 4a) X (— 4 a) ist nur jener von Null ver- 
schieden, ‚welcher den Gliedern in der fünften und sechsten 
Kolonne zugehört; derselbe ist auch das eben erwähnte Determi- 
nantenaggregat. 


Unter den konstanten Faktoren von (— 6a) ist nur der dem 
Gliede in der fünften Kolonne zugehörige von Null verschieden, 


nämlich das Aggregat: 


Bi Ar—ı 


Ar—3 . . ne 


welches im speziellen Falle einer Spitze auch verschwindet. 
Hingegen ist der Koeffizient von (— 44°), nämlich 


a Schrei 


+ || a 
Ar +. . Be 
wohl von Null verschieden, auch wenn , = b, = & = 1 efe. 


gleich Null ist. 

Es hat also im Falle eines Rückkehrpunktes die Gleichung 
D — o drei Wurzeln « — o, welchen die neue Schmiegungsebene 
im Rückkehrpunkte entspricht. Ist daher k die Anzahl der Spitzen, 
so hat unsere Kurve 4 (r — 3) — 3k stationäre Ebene. 


Auf einem dem obigen ganz analogen Wege erfährt man, dass 


die rationale ebene Kurve x = Br ee E 3 — 2) — 2k 


Inflexionspunkte ı hat. Unter der Benützung der Plücker'schen 
Gleichung 
ı—=3r (r —2) — (6° + Sk) 
folgt: (Öö-+k) = '% (r—2) (r — 1) und ist abermals ein 
neuer Beweis für den Satz gewonnen, dass rationale Kurven die 
grösstmögliche Anzahl von Doppelpunkten besitzen. 

3.) Um die Klasse der Raumkurve, d. h. die Zahl der Tangen- 
tialebenen durch eine gegebene Gerade zu bestimmen, transformieren 
wir so, dass diese Gerade die ZAxe wird, dann ist die Gleichung 
aller Ebenen durch dieselbe: px-H-qy = o. Die Durchsnitte dieser 
Ebenen ergeben sich aus: Ä | 


ph +qgß = 0 oder 
(pao + qbo) AH... (pae Habe) >? .- Waan) 
Wenn nun die Ebene Tangentialebene ist, so hat die letzte 
Gleichung zwei Wurzeln A— y und ist von der Form: | 
Mar RI NT nu) 
Durch Gleichsetzung der Koeffizienten ergeben sich (r + 1) Be- 


dingungsgleichungen für die r Unbekannten pı 4ı Mı My..... Mr-.. 
Daher muss die Determinante E des Systems verschwinden, welche 


Be at 


vom (2r—-1)ten Grade in bezug auf y ist. Für jede Wurzel y von 
E erhalten wir eine Tangentialebene durch die ZAxe, deren Koor- 
dinaten p, q durch ein lineäres Gleichungssystem eindeutig be- 
stimmt sind. 


Die Anzahl dieser (2r — 1) Ebenen reduziert sich aber für jede 
Spitze der Kurve um eins. Denn wenn wir durch die Spitze A —=« 
und durch die ZAxe eine Ebene M legen, so hat die Gleichung der 
Kurvenpunkte inM die Doppelwurzel A—=a, weil jaM diesen Punkt 
zweimal enthält. Daher tritt die Ebene M unter den vorerwähnten 
Tangentialebenen auf und ist von diesen in Abrechnung zu bringen. 
Daher ist die Klasse einer Kurve mit k Spitzen 


2r—1) —k 


Lässt man p und q als Koordinaten aller Geraden durch den 
Anfangspunkt in einer Ebene gelten, so lehrt buchstäblich dieselbe 
Entwicklung, dass die Klasse der ebenen rationalen Kurve 

ee ai Ve I ebenfalls 2(r — 1) —.k ist. 
“ p 

Wenn von einer rationalen Raumkurve die Anzahl der Spitzen 
gegeben ist, so lassen sich aus den drei im Vorhergehenden gefun- 
denen Anzahlen (scheinbare Doppelpunkte, deren Anzahl gleich den 
wirklichen einer ebenen Projektion ist; stationäre Ebenen, Tangen- 
tialebenen durch eine Gerade) die übrigen Charaktere bestimmen, 


4.) Die Zahl der Schmiegungsebenen durch einen Punkt finden 
wir in folgender Weise: 


Wählen wir den Punkt zum Anfange der Koordinaten , wobei 
die Kurve rational bleibt, so ist die Gleichung aller Ebenen durch 
den Anfang: 


E=px-+qy-+sz = o unddie Gleichung der Kurven- 
punkte in dieser Ebene: 


1)E=ph+q4k+s, =o0 
= Pu 4b +80) Mt... Pa tgbotsg)AeH.. 
Ist dies eine Schmiegungsebene im Punkte \ = — y, so ist: 
2. E=M+-39’y+3Iy? + Y?) (mir3 mAh... m. ;) 


Die Identität der beiden Gleichungsformen 1.) und 2.) gibt 
zu einem Gleichungssystem zwischen der (r — 1) Unbekannten 


IS URS 


m,M,M; ....M_-3, P, 9, 8 in r — 1 honogenen Gleichungen Veran- 
lassung, für deren Koexistenz die Bedingung existiert: 


Di To TV. 
5 db a3 37 —r 0 
Ar Ds 0r__3 —l1 dY —3Y° —y? 0 . . . . —— 0 


a, br, Cr—4 0 en 3Y —dye 0 


Diese Determinante ist hinsichtlich y vom Grade 3 (r — 2) 
und dies ist auch die Zahl der Schmiegungsebenen durch einen Punkt. 


Buchstäblich dieselbe Entwicklung lehrt, dass die Zahl der 
Inflexionspunkte einer ebenen rationalen Kurve 3 (r — 2) sei, 
wenn man p, q, s, als Koordinaten einer beliebigen Geraden in der 
Kurvenebene betrachtet; (confer Seite 55), setzt man noch a, =b, 


—%_ı=br_ı=0, so erhält man noch den Subtrahenden 2 k, 
wenn die Kurvek Spitzen hat. Im ersterwähnten Falle der Raum- 
kuryeaber kann, = bh = a —-. _, =b „u 0 


werden, wenn der Anfang der Koordinaten eine Spitze ist; dann 
hat jene niedrigste Potenz von y einen von Null verschiedenen 
Koeffizienten, welcher entsteht, wenn man aus der ersten und 
zweiten Horizontalreihe die möglichst niedrigen Potenzen von y und 
sonst lauter konstante Glieder wählt. So erhält man (— y?) (— Y?) 
— y°® als niedrigste Potenz; und man sieht, dass durch eine Spitze 
der Kurve um 5 Schmiegungsebenen weniger an dieselbe gehen als 
durch einen ausserhalb der Kurve liegenden Punkt. 
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